
CAPITULO 11

LAS TRANSfORMACIONES GEOMETRIC~

Este capítulo es uno de los más importantes de la ciencia
geométrica. Las transformaciones que en él vamos a estudiar,
presentan también un gran interés pedagógico, porque en defi­
nitiva no son otra cosa que una generalización del concepto de
función, el cual constituye ;según las modernas tendencias, el
eje de la enseñanza matemática.

Comenzaremos por las tr'ansformaciones punl,'lfailes que for­
man la clase más sencilla de las transformaciones 'geométricas.

En ellas se considera el punto eomo elemento del espacio y,
luego, se hace corresponder a cada punto otro punto, mientras
que en otras transformaciones a los puntos corresponden otros
elementos, como rectas, planos, superficies esféricas, etc. Para
el estudio de estas transformaciones comenzaremos tratándolas
analíticamente, porque haciéndolo así se pueden expresar con
mayor exactitud todas las relaciones .

. La representación analítica de una transformación puntual,
es lo que en Análisis se llama introducción de nuevas vanQjbles
x', y', z', que se dan tomo funciones de las antiguas », y, z:

x:==P(X,. y, s) .(
y=tjJ(x, y, z)
z'.=X(x, y, z)

Este sistema de ecuaciones puede ser empleado en la Geome­
tría de dos modos, que llamaremos respectivamente pasivo y ac­
tivo. El primero consiste en un cambio del sistema de coordena­
das, de tal modo que a cada punto de coordenadas x, y, z, le co­
rresponden las nuevas coordenadas x', y', e', Hasta ahora he­
mos empleado este método solamente para el estudio de las
transformaciones del sistema de coordenadas rectangulares, pero
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claro es que, empleando funciones generales ¡p, X, 'f,se obten­
drán los paso.'¡ a otros sistemas de naturaleza diferente, como,
por ejemplo, coordenadas triangulares, polares, elípticas, etc.

El segundo modo (activo) de emplear las ecuaciones ante­
riores es considerar fijo el sistema: de coordenadas, con .10 cual
a cada punto x, y, z, le corresponde otro x', y', z'. Este método,
que es el que usaremos en 10 sucesivo, equivale, como se ve, a
una transformación de los p~tntos;del espacio.

Los casos de transformaciones que aquí hemos estudiado

r
Figura 49

(página H;") Y siguiente), con arreglo al primer método, pueden
también interpretarse de un modo actioo, y se ve fácilmente 'que
los dos primeros grupos de aquellas fórmulas representan una
traslación del espacio, considerado cOI110 figura rígida, y un giro
del mismo alrededor del origen de coordenadas; el tercer gru­
po da una inversión de los puntos del espacio, en la cual a cada
punto le corresponde su simétrico, respecto de O (fig .49); y, fi­
nalmente, el último grupo representa una transformación de 'se­
mejanza.

Empezaremos considerando un grupo de transformaciones
particularmente sencillo, el de las transformaciones afines, que
comprenden corno casos especiales todas las transformaciones
que acabamos de citar.

.. Transformaciones afines

Una transformación afín está definida de tal manera, que
x', y', e', son funciones lineales enteras de las coordenadas
x, y, z:

(1)
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El nombre, ya utilizado por Mobius y Eulec, con .el que es­
tas transformaciones se designan, qu iere decir que en ellas a
todo punto del infinito le corresponde otro también del infinito,

'corno si en cierto modo se conservasen los límites del espacio.
En efecto, en las fórmulas (1) x', y', ::;', se hacen infinitas al mis­
mo tiempo que x, y, z . Este caso es contrario al de las transfor­
rnaciones proyectivas generaits que trataremosm.ás adelante, en

las cuales x', y', s', son funciones lineales fraccionarias de' x; y, z,
y, por consiguiente, puede ocurrir que un punto propio se trans-

forma en uno del infinito. I

En la Física, estas transformaciones, designadas con el nom­
bre de deformaciones homogéneas, desempeñan un importante
papel. La palabra «homogénea» expresa en oposición a «hete­

rogéneas», la independen,cia de los coeficientes respecto del lugar
en que se opera, y el nombre de «deformaciones», indica que
generalmente la forma de un cuerpo no se conserva en la ope­

ración.
La transformación (1), puede evidentemente, ser considera­

da como compuesta de tres traslaciones delespacio paralelas a
los tres ejes, y de longitudes iguales él d]l d 2 , ds , respectiva­
mente, y de una transformación lineal homogénea de la forma

x"=a 1 x.+ b l y +c l Z j
y'= a

2 x + b2 y .+ C2 Z

z',= as :x.+ b3y +Cs z
(2)

que deja invariable el origen (transformación centro-afín), y es

más cómoda para el estudio. Comenzaremos por el estudio de
, esta transformación (2).

1) La posibilidad de que el sistema de ecuaciones (2), ten­
ga o no solución, depende, como 'es sabido, de que el determi­
nante de los coeficientes

al b1 Cl

!J. a 2 b2 C2 (3)

a3 b3 C3

sea nulo o no. Supongamos, por ahora,que Ll es distinto le



~94-

cero; en este caso, el sistema tiene una solución única de la
forma,

x=a'l.'x' +»,y'.+c'l. Z' ¡
y'~a', x'+ b', y'+é', i .
z=a' 3 x'.+ b'¿ y' +e' 3 a'

(4)

donde a'v ..., C'3' son los coeficientes de dividir los menores de
.!l, por el mismo .!l. Por consiguiente, a cada punto x, y, z, corres,
ponde uno y solo un punto x', y', s', y el paso de x', y', z' a
x, y, e, es tam.biénuna transformación. afín. .

2) Propongámosnos estudiar cómo 'Varían las formas espa­
ciales en la afinidad. Sea, en primer lugar, un plano

Ax+By.+Cz+D=O

Aplicando las fórmulas (4), se obtiene' la ecuación de lafi­
gura homóloga:

A'x'.+B'y'+ C'z"+D'=O

donde A', ... , D', dependen de A, ... , D, Y de los coeficientes de
la transformación. Según (1), cada punto de este segundo, es
homólogo de uno del primero; a un plano le corresponde, pues,
otro plano. Como una recta puede considerarse corno intersec­
ción de dos planos, es evidente que se transformará en otra rec­
ta: Las transformaciones que gozan de esta propiedad, se de­
nominan colineaciones (Mobius), y también homografías, por­
que conservan la «colineación» de tres puntos, es decir, la pro­
piedad de estar en una recta. La afinidad es, por lo tanto, una
colineacián,

Sea, ahora, la superficie de segundo orden:

Ax2'+ 2 Bxy+ Cy2.+ ... '=0

La aplicación de las fórmulas (4), produce otra ecuación cua­
drática, lo que demuestra que la afinidad transforma toda su­
p'erficie de segun.dlo orden, en una nueva superficie de segundo
orden. En general, una superficie cualquiera se transforma en
otra del mismo orden.

o
Más adelante tendrá especial interés la consideración de las
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superficies que corresponden a una esfera. Según 'lo que acaba­
mos de ver, deben ser de segundo grado, porque de este grado
es la superficie esférica; y como, además, todos los puntos de
la esfera son propios, lo mismo debe ocurrir a la superficie ho­
,nóloga, que, por consiguiente', será un elipsoide.

3) Un vector libre de componentes X =x I -xJ , Y.=YI ~Y2'
Z=ZI -Z2' se transforma en virtud de las fórmulas (2), en otro
formado por el segmento L' 2' Y de componentes X"=IX' l -X'2'

Y"=y' l -Y'2' Z'=z\ -Z'2!, siendo

;;:::i::: ~:;:~1 (5)

Z'=aaX+ba Y+caZ ~
Estas nuevas componentes sólo dependen, pues, de X, Y, Z

y no de las coordenadas Xl' YI' Zl; X2, Y2' Z2' es decir, a todos

Figura 50

los segmentos 12 con los mismos componentes X, Y, Z, corres­
ponden segmentos con los mismos componentes X', Y', Z'; en
otros términos: en toda afinidad, a cada vector libre le corres­
ponde un vector libre. El contenido de esta proporción es más
amplio que el de la propiedad antes vista de que a toda recta
corresponde una recta. Tomemos, en efecto, sobre dos rectas
paralelas segmentos iguales, y dirigidos en el mismo sentido;
estos representan el mismo vector libre, y como sus transfor­
rnadas deben representar otro, es preciso que sean segmentos
paralelos iguales y del mismo sentido (Hg. 50). Por consiguien­
te, a' cada sistema de rectas paralelas corresponden rectas tam­
bién poraieías, Y a segmentos iguales de las primeras, segmentos
iguales de las segundas. Esta propiedad es tanto más notable
cuanto que, en general" las transformaciones afines no conser­
van los segmentos ni los ángulos. '
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4) Consideremos ahora dos vectores desiguales situados so­
bre una misma recta: Estos sabemos que pueden obtenerse uno
de otro, por multiplicación por un escalar; luego, como en las
fórmulas (5) X, Y', Z', SOn funciones lineales homogéneas de
X, Y, Z, los vectores homólogos se deducen uno de otro mul­
tiplicando por aquel mismo factor, 10 cual demuestra que sus
longitudes están en la misma razón que las de sus homólogos,
propiedad que puede expresarse diciendo que la relación entre
dios rectas homólogas en una afinidad es una «seniejan.zas», es
decir, la razón de las segmentos correspondientes en las das
rectas es constante.

5) Finalmente, vamos a comparar los volúmenes de dos te-'
traedros homólogos T=(l, 2, 3, 4) Y T"=:(l', 2', 3', 4'). Según
es sabido, se tiene:

X'l Y'l Z'l 1

6T'= X'2 Y'2 e' l2

x'a y'a z'a l
X'4 Y'4 Z'4 l

al xl+bdh+Cl t l , a2 .xl+b2Yl+C2 Zl- aa xl+ba Yl+CaZl, l
4lX2+blY2+ ClZ2, a2x2+b2Y2+C2Z2, aaxí+baY2+CaZ2, 1
al Xa+ b1Ya+ Cl Za, a2 x a+b2Ya+C2 za. aa xa+baYa+Cs zs, 1
alx4+blY4+ClZ4, a2x4+b2Y4+C2Z'4, aSx4+baY4+Caz4, 1

de donde, teniendo en cuenta la conocida regla de multiplica­
ción de determinantes, resulta:

al bl Cl O Xl Yl Zl 1

6T'= a2 b2 C2 O X2 Y2 Z2 1
aa bs Cs O ;J' Ya· Zs 1'a

O O O l X4 Y4 Z4 1

el primer factor es el determinante 6. del sistema (2); el segun­
do es 6T, luego se tiene:

T'-=6.. T

lo cual dice que en las transiormaciones afines, el »oluonen. de
un tetraedro- y, en, general, cualquier valumen (como sUma de
tetraedros o Hmite de sumas de esta naturaleza), resulta rnulti-
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plicado por un factor constante que es el dete-rminante ~ de la
S usiitucion .

. Estas propiedades que hemos obtenido de la definición ana­
lítica de la afinidad, bastan N para' dar de ella: una. representa­
ción geométrica intuiti'Va ; y su deducción ha sido más sencilla
de 10 que se acostumbra, porque .hemos utilizado el concepto
de vector, que es el auxiliar más adecuado para ello . .Larepre­
sentación geométrica más precisa de la transformación afín se'
obtiene partiendo de una superficie esférica en el espacio E de
los puntos x, y, z; como ya hemos dicho; le corresponde en el

R'

Figura 51

E de los puntos x'; y', e', UI1 elipsoide. Según 10 dicho en 3)
a 11n sistema de cuerdas sporatelas de Id. esfera, corresponde otro
de cuerdas también paralelas en el elipsoide (fig. 51). Además
como las series homólogas son semejantes (4) a los puntos me:
dios de las cuerdas de la esfera, corresponden los puntos medios
de las cuerdas del elipsoide, y como aquellos están en un plano,

.según la propiedad fundamental :;V, también éstos están en un
plano que se llama plano diametral de 11 elipsoide. Como todos los
planos diametrales de la esfera contienen' su centro 111, que bi­
seca todas las cuerdas que pasan por él (diárn,etros), el punto
correspondiente M' (centro del elipsoide) también está en todos
los planos diametrales y biseca todas las cuerdas que pasan
por él (diámetros del elipsoide).

U n sistema de tres planos diametrales de la esfera, perpen­
diculares entre" sí, tiene; corno es sabido, la propiedad caracterís­
tica de que cada uno. de ellos divide en partes iguales a las cuer­
das paralelas a la intersección de los otros dos.

Esta propiedad subsiste en la transformación afín, de rmodo
que. a cada una de las infinitas ternas de planos diametrales
de la esfera perpendiculares entre sí, le corresponde en el elip-

7
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soide otra terna de planos diametrales con la propiedad de que
las cuerdas paralelas a la recta de' intersección de cada dos de
estos planos, quedan cortadas e1tt partes iguales por el tercero de
ellos. Los planos diametr~les y Jos diámetros que forman estas
ternas, se llaman conjugados. -

Los tres ejes de un elipsoide forman, como es sabido,una
terna de- dwmetros conjugados y p'erpendiculares, entre sí; a los
cuales corresponden en el espacio E tres diámetros de la esfe­
ra también perpendiculares entre sí. Con objeto de simplificar t

podemos tornar dichos diámetros cama ejes respectivos de coor­
denadas en los espacios E y E' escogiendo convenientemente
el giro, lo que deja a nuestro arbitrio cambiar el espacio o el
sistema de coordenadas.

En todo caso, las dos operaciones están representadas por
sustituciones de coordenadas, lineales homogéneas, de la natu­
raleza ya considerada, y C0n10 la aplicación sucesiva de varias
sustituciones lineales homogéneas equivale a una sustitución
de esta especie, las ecuaciones que ligan los espacios E y E'
de la esfera y del elipsoide, respectivamente, serán también de
la forma (2):

x' =011 x+ b1 y,.+c1 Z

y',=a2 x+ b2 Y'.+ c2 Z

z' =aa x+ ba y',+ ca Z

Para que el eje x sea homólogo del x' es preciso que para
y =Z.==°se verifique y' =z' =0, de donde: a2 = aa =O. Análoga­
mente, tiene que Ser b1'=ba' == c¡',= c2=O. Puede, pues, decirse que,
aporte giros conmenienies, toda afinidad no es otra cosa que
una «afinidad p'urall:

x =AX

\
y' = lJ·y (6)

e' = v e

siendo

0, como dicen los físicos, una deformación homogénea pura (en
inglés: pure strain).
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Estas ecuaciones pueden interpretarse geométricamente, di­
ciendo:

Por esta transformación, el espacio E experimenta una dila­
tación paralela al eje x, die coeficiente ).. (una compresión cuan­
do es 1)../<1), siendo una simetría si )..<0; y,análogamente
respécto de los ejes y, z, y coeiicienie« ¡¡. y u, respectivamente;
podemos, pues, designar, abreviadamente, la afinidad pura como
dilatación .uniforme del. espacio en tres direcciones perp.endicu­
lares entre sí, lo cual da una representación geométrica tal que
difícilmente se encontrará otra 'más intuitiva.

Supongamos ahora que se emplean coordenadas cartesianas
oblicuas en vez de rectangulares,

Sin cambiar de origen de coordenadas, tornemos en el espa­
cio E un sistema de ejes cualesquiera, rectangulares u oblicuos,
x, y, Z, y como ejes x', y', z", en E' las rectas homólogas de las
x, y, z en la afinidad. Las fórmulas Ite transformación de coor-'
denadas rectangulares a oblicuas, sin cambiar de origen, son
ecuaciones lineales homogéneas de la forma .(2) y como la com­
posición de sustituciones de esta naturaleza conduce a una sus­
titución de la misma especie, las ecuaciones de la afinidad de­
ben tener la misma 'forma (2) cuando se utilice el sistema de
coordenadas oblicuas fijado. Pero, según lo dicho, los tres ejes
de E se transforman en los tres de ]-E' y, por consiguiente, repi­
tiendo los razonamientos anteriores podemos concluir que las I

ecuaciones pueden, efectivamente, reducirse a la forma (6). Así,
pues, siempre que se utilicen. coordenadas cartesianas (o blicuas}
y las ternas de ejes sean correspondientes, puede asegurarse que
las ecuaciones de la afinidad tienen la forma particular sen­
cilla (6).

Corno aplicación de lo expuesto, puede considerarse el pro­
blema de encontrar un mecanismo que permita realizar jransfor­
maciones afines. Este problema fué propuesto en un curso sobre
Mecánica, explicado por el autor en 1908 a 1909. La mejor so­
lución, tanto desde el punto de vista de su fundamento teórico
como respecto a la realización técnica del mecanismo, es la debi­
da a R. Remali; El elemento cinemático fundamental utilizado
por Rernak, es el llamado «tijera de Nurernberg», constituído
por una cadena de varillas articuladas que forman 'una serie de
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paralelogramos semejantes (fig. 52). Los vértices So. SI' S 21 •••

comunes a cada dos de estos paralelogramos sucesivos describen,
en todas las deformaciones del sistema articulado, series seme­
jantes .situadas en su recta de unión g. Si' con tres tijeras de es­
tas condiciones se forma un triángulo, articulado cada dos en

Figura 52

uno cualquiera de sus vértices, S, el sistema de puntos forma­
dos por todos los centros de articulaciones S experimenta una
transformación afín en toda variación del sistema articulado to­
tal; lo cual se reconoce Afmediatamente (fig. 58), sin más que
tomar como ejes coordenados cartesianos las diagonales de dos
de las tijeras.

Se obtienen otros puntos que al mismo tiempo experimentan
la misma transformación afín tendiendo entre dos articulaciones
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I \

/ \
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Figura 53

'Cualesquiera del triángulo otras tijeras de la misma especie y con­
siderando sus puntos de articulación S (en la figura se represen-

\ .
tan las tijeras por sus rectas diagonales). Partiendo de este prin-
cil'io,se pueden construir los modelos más variados, planos y
tarrtbién de tres dimensiones para sistemas afines variables (*).

(*) Una colección de estos modelos ha sido ccnstruída por jla casa
editorial de Martín Schilling, de Leipzig. Véase: F. Klein y Fr. Schilling,
Model1e ZU1' Darstelluruz affiner, Transforrnationen in der Ebene und in
Raum, Zeitsch ·fürMahh. u. Physik, Bd. 58, pág. 311.
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Dejando ya el examen de las propiedades de afinidades, va­
mos a ver cómo pueden utilizarse.

Comencersos por un ejemplo que pone de relieve cómo estas
transformaciones constituyen un valioso recurso para la deduc­
ción de nuevos teoremas geoméiricos ; la transformación afín de
la esfera en un elipsoide permite, en efecto, encontrar nuevos
teoremas sobre el elipsoid'e,partiendo de propiedades conocidas
de la esfera. Tracemos, por ejemplo, tres diámetros de la es­
fera, perpendiculares entre sí, y los planos tangentes en sus seis
extremos ;' se forma así un cubo circunscrito de la esfera, de vo­
lumen 1/=8r3

, designando por r el radio de la esfera.' Nues­
tra transformación afín, hace corresponder a cada plano tangen­
te a la esfera uno tangente al elipsoide, y por consiguiente, a

R

Ea
Figura 54

aquel cubo, del espacio E, corresponde en el espacio E' .un pa­
ralelepípedo circunscrito al elipsoide, cuyas caras son tangentes
en los extremos de' tres diámetros, conjugados dos a dos, y pa­
ralelos a los planos diametrales correspondientes, .y cuyas aris­
tas son respectivamente paralelas a aquellos diámetros (cosa aná­
loga ocurre en el plano entre circunferencia y elipse (véase la

, .
figura 54).. La propiedad reciproca es cierta: A todo paralele-
pípedo de las condiciones indicadas, circunscrito al elipsoide,
corresponde un cubo circunscrito a la esfera, puesto que a toda
terna de diámetros conjugados del elipsoide corresponde una
terna de diámetros, perpendiculares entre sí, de la esfera. Aho­
ra bien, sabemos (pág. 96) que en la afinidad, todo volumen
se transforma en su producto por el determinante de la sustitu­
ción (y, por consiguiente, el volumen, JI' de todo paralelepí­
pedo circunscrito a un elipsoide y cuyas' aristas son paralelas a
tres diámetros conjugados de éste es) :

Jl'.= V. Ll=8r3
• Do.
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. Esta fórmula no depende, evidentemente, de la posición del
paralelepípedo; por tanto, el paralelepípedo tiene siempre el
mismo volumen constante, cualquiera que sea la terna de diáme­
tros conjugados paralelos a sus aristas. Considerando, en par­
ticular, la terna de los ejes, se obtiene un paralelepípedo rectan­
gular recto, cuyo volumen es8abc, designado por 2il, 2b Y 2c
las longitudes de los ejes del elipsoide. Tenemos, pues, así de­
terminado el valor constante de aquel volumen y podemos enun­
ciar el teorema : Todos los peralelepípedos circunscritos a un
elipsoide, cuyas aristas sean 'paralelas. a tres diámetros conjuga­
<los entre sí, tienen el. mismo volumen V"=abc, siendo a, b, C

las longitud!es de los semiejes del elipsoide. Para reconocer la,
validez general de este teorema para cualquier elipsoide; falta
probar que todo elipsoide puede deducirse de una esfera por me­
dio de un.a transformación afín. Esto resulta inmediatamente

, ' .
de la forma (6) de las ecuaciones de la afinidad, que enseña
que los ejes del elipsoide en que se transforma una esfera, es­
tán en las razones A, p., Y, siendo A, p., y números arbitrarios.

Las transformaciones afines tienen también una extraordi­
naria importancia en la práctica, sobre todo en la teoría de la
elasticidad, en la Hidrodiná':mica~. y, en general, en todas las ra­
mas de la 1\;1ecánica, de' los medios continuos.

y no hace falta insistir sobre esto, pues todo el que ha te­
nido que ocuparse en alguna de estas disciplinas, por poco
que haya sido, sabe que en toda consideración que se limita a
elementos de espacio suficientemente pequeños, intervienen las
deformaciones lineqles homogéneas.

Sobre la aplicación que sí hemos de detenernos es la del
dibujo correcto que utilizan físicos y matemáticos, pues todo lo
que a proyecciones paralelas se refiere, 'está basado en transfor­
maciones afines del espacio. Desgraciadamente, hoy se concede
tan poca atención al dibujo, que tanto en tratados de Matemá­
ticas corno de Física se encuentran errores de representación en
figuras y aparatos verdaderamente increíbles. Uno de los erro­
res más frecuentes es representar el ecuador de una esfera por
medio de dos arcos de circunferencia (Hg. 55, parte de la iz­
quierda), en vez de hacerlo por una elipse, que como más ade-
lante veremos, es la representación correcta. '
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El principio fundamental del dibujo' geométrico correcto, con­
siste en proyectar la figura 'que ha de representarse, desde un
punto exterior, sobre el plano del dibujo. El modo más senci­
110 de hacerlo es elegir como centro de proyección de un punto
del infinito, con lo cual las rectas proyectantes forman una ra_
diacián. de rayos paralelos. Este es el caso que aquí más nos

Figura 55

interesa y por ello vamos a' hacer su estudio, aunque sea sin
pretender la exposición sistemática de toda la Geometría des­
criptiva, sino limitándonos a marcar el lugar que él esta discí­
plinacorresponde entre los conocimientos generales de la Geo­
metría, prescindiendo por ello, a v.eces, de las demostraciones.

Figura 56

Supongamos, en primer lugar, que se quiere obtener la re­
presentación de una figura plana, es decir, la proyección de un
plano E sobre otro E' por medio de unarasiiacián. de rectas pa­
ralelas. Conviene para ello escoger como eje x la recta COmún
a ambos planos (fig. 56), Y como eje Y una recta cualquiera,
por ejemplo, perpendicular a la x contenida en el plano E. To­
maremos como eje y' la proyección de y sobre E' efectuada en
dirección dada, de modo que, en general, se tendrá en E' un sis-
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tema de coordenadas oblicuas. Las coordenadas de dos puntos
homólogos estarán entonces enlazadas por las relaciones

x',,=,='x

y'I:;=¡J. • y

donde lL es una constante que depende de la posicion relativa
de los planos dados y del haz de rayos paralelos proyectante.
Estas fórmulas nos dicen que la transformación es una afinidad
que puede también obtenerse como caso particular de las (6),
haciendo en ellas )\:;=1, de donde resulta x:;=x', cosa natural,
pues siendo los ejes x y x' la misma recta, tocio punto del primero
coincide con su proyección.

Las propiedades de esta transformación, se obtienen particu­
larizando para el plano las del caso general; así, por ejemplo,
a una circunferencia situada en E, le corresponde una elipse;
en E', etc., etc.

El problema recíproco del que acabamos de estudiar, pue­
de enunciarse del modo siguiente: Dadas dos figuras atines
sobre E y E',¿.pvueden colocarse estos planos de tyLanera que se
deduzca una de las figu,ras de la otra por medio de una proyec­
ción paralela?

Para resolverlo, tomemos una circunferencia cualquiera en
el plano E y Iá elipse correspondiente en el E' (en lugar de es­
tas dos curvas, podrían tomarse también dos elipses homólo­
gas cualesquiera).

En este caso, los centros JI y M' son homólogos en la afini­
dad de ambas figuras. Si colocamos la circunferencia sobre el
plano de la elipse haciendo coincidir sus centros, las dos cur'vas
se cortarán en cuatro puntos o en ninguno.

Para mayor sencillez, prescindimos de considerar el caso
. límite intermedio de ser tangentes las dos líneas.

En el primer caso (fig. 57), a los dos diámetros A'A'1 y B'B'],
que pasan' parlas puntos comunes en E' les corresponden en
el plano E dos diámetros de la circunferencia A A] Y B B 1 igua­
les I a aquéllos, por construcción.

De áquí se sigue, según una propiedad general de las afi­
nidades (pág. 96, núm. 4), que los segmentos homólogos si­
tuados en AA] y A'A'] yen BB] y B'B']) son iguales. Colo­
cando ahora el plano E sobre el E' de modo que coincidan dos
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de estas rectas homólogas, por ejemplo, la AA l con la A'A'p y
haciendo girar el plano E alrededor de esta recta, de modo
que no coincida con el E', tendremos definida una transforma­
ción afín entre Jos dos planos, en la cual son dobles todos los
puntos de dicha recta. Se puede entonces demostrar fácilmen­
te que cualquiera que sea el ángulo de los dos planos, las rec­
tas que unen puntos homólogos en esta afinidad son paralelas,
es decir, que la' afinidad entre los dios planos puede, en efecto,
engendrarse por proyección paralela.

Si la circunferencia y la elipse no se cortan, los diámetros
comunes son imaginarios (empleando el lenguaje del Análisis)
y para el que dibuja no existen, de modo que la construcción

Figura 57

anterior es imposible. Este caso puede" sin embargo, reducir;:­
se al anterior con el auxilio de una. transjormacion de semejan­
za que permita pasar de la circunferencia a otra mayor o más
pequeña, que corte a la elipse; esta transformación es la que
se emplea cuando se quiere reproducir un dibujo a una escala
dada. Se llega, pues, aplicando el principio, a este teorema. ge-.
neral: Toda correspondencui afín entre dos planos pu~déobte­

nerse de infinitos 11tod'os,. combinando una semeianea y una pro .. ,
yeccum: paral.eZa. ." .

Mucho más importante que la representación de un plano
sobre otro es la de las figuras del estiacio sobre un plZano por
proyección paralela ; a'! hacerlo, supondremos desde ahora, para
evitar inconvenientes que pudieran presentarse, que siempre pue­
de combinarse esta representación con una semejanza que pro­
duzca una ampliación o una reducción del dibujo.

! Se obtiene así el sistema que en Geometría descriptiva se
conoce con el nombre de Axonometrla, cuya importancia en la
práctica es extraordinaria.
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Toda fotografía es, aproximadamente, una representación
axonométrica, si el objeto presentado estaba suficientemente
alejado de la cámara fotográfica (en realidad la fotografía es
una proyección cónica).

En los libros se utiliza este método para representar figu­
ras geométricas del espacio, aparatos de física, trozos arqui­
tectónicos, etc. Un tratado que contiene interesantes ejemplos
de representación axonométrica es el de O. Piessler, titulado
Leijaden. der Proyehiionslehre y C. H. Müller (*).

La conexión íntima que existe entre las formas afines y la
proyección axonométrica, se pone de manifiesto con el siguien­
te teorema: La representación plana del espacio por medio ele
proyecciones paralelas y tramsjormaciones de semejanza (oxono­
metria) eq:ui'Vale -analíticamente -a una transformación afín, cuyo
deter:minante es nulo: I J

x' = al x + 171 y + el z
l al 171 el

y' = a2 x + 17, y + ('2 Z (1) t1 - a2 172 Cs =0
z' = a3 x + b3 :ti + ('a Z ) aa ba ('3

Este es precisamente, el caso de excepción, cuya conside­
ración habíamos aplazado; y así se ve lo importante de estas
transformaciones «degeneradas», que, desgraciadamente, no sue­
len tratarse en los cursos corrientes.

Recíprocamente, toda sustitución de esta especie con. A = 0,
equimale a una representacián axonométrica, Para que este re­
cíproco se verifique, es preciso, como puede verse fácilmente des­
pués de la demostración, que no sean nulos todos los coeficien­
tes, ni todos los menores de segundo orden de Ii, pues entonces
resultan otras «degeneraciones», cuya naturaleza se reconoce
fácilmente.

Para demostrar el teorema comenzaremos probando que to­
dos 'los pun,tos x', y', z' obtenidos .mediante la suetitucuni (1)
(siendo x, y, z arbitrarios), están: en un P'1anJQ ; es decir, que exis­
ten tres números k l1 k2 , ka' tales que se verifica idénticamente:

(2)

(*) Leipzig, 1908.
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En efecto, esta identidad equivale a las tres ecuaciones li­
neales homogéneas:

kl al + k2 a2 + kil as = O ¡'

/Cl aJ +- lC2 a2 ~ les as : O
lelal +- k2 a2 +- lcs ag - O

(2')

que, como es sabido, determinan las razones k l : k2 : k 3 cuando
A es nuJo, sin que lo sean todos sus nueve menores. Los puntos
x', y', z' están, por consiguiente, en el plano (2) determinado
por las ecuaciones (2').

Tomando'~ste plano como x'y' en un nuevo sistema de
coordenadas rectangulares del espacio E' a todo punto del es­
pacio E le debe corresponder en el E' uno, para el cual sea
z=O, con lo cual, las ecuaciones de la afinidad deben tener la
forma:

;;;' = Al :r + El y + (JI Z )

ú' = A .. x + B., 'Z¡ +0., z .~
;. ~ O• -' - \

(3)

. donde las seis constantes Al! .. " C2 son completamente arbi­
trarias, puesto que por la forma especial de la última fila, el
determinante A es nulo; sin embargo, no deben serlo simul­
táneamente sus tres menores (es decir, no debe ser Al : B~ : Cl =
=A 2 : B 2 : C2 ) porque si así ocurriese, estaríamos en el caso de
la degeneración excluida al principio,

Al mismo tiempo que demostramos la identidad de la re­
presentación del espacio E sobre el plano E', definida analí­
ticamente con la proyección axonométrica, antes definida, ire­
mos indicando las propiedades más importantes de esta últi­
ma, análogamente a como hicimos al tratar de las afinidades
de determinante no nulo.

1." En primer lugar, es evidente que a todo punto x, y, z,
de E, le corresponde uno sólo x', y' en E'.

Recíprocamente; si tomamos un punto x', y' en E', las
ecuaciones (3) nos dicen que su homólogo x, y, ,z en E debe
pertenecer a dos determinados planos, que no pueden ser pa­
ralelos, a causa de la hipótesis que .hemos hecho de que sus
coeficientes no son proporcionales. El punto x', y' tiene,
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pues, por homólogos, todas las de la recta propia de intersec­
ción de ambos planos. Ahora bien, si hacemos variar dicho
punto, los dos planos variarán también, pero siempre conser­
vándose paralelos a sus posiciones primitivas, porque los coe­
ficientes AlBlCl y AzBzCz son invariables; luego, las rectas có­
munes a cada dos de estos planos, serán igualmente paralelas
entre sí ; resulta, pues, que G: cada p.unto del plamo E' le corres­
pondentodos los de una recta que forma parte die un sistema
doblemente infinito de paralelas en el espacio E.

Con ello queda demostrado que la transformación (3) equi­
vale a una proyección paralela.

2.° Del mismo modo que ocurría en la afinidad general, a
las componentes X, Y, Z de un vector libre de E, corresponden
(;n E' los segmentos X', Y' dados por las fórmulas:

x: = Al ": + B1 y + 01 z¡
y = A 2 )í + B 2 y + O2 Z .

Z· =0 '.

(4)

lo cual prueba que también a cada oector de E corresponde otro
vector X', Y', en el plano de representación, o dicho más pre­
cisamente: si un segmento del espacio E se desplaza paralela­
mente a sí mismo conservando su longitud y sentido, lo mismo
Ocurre con su segmento homólogo en el plano E'.

3.<> Consideremos, en particular, el »ector unidad X = 1,
Y = Z = 0, situado en el eje x, que va del origen 0, 0, O al pun­
to 1 ,0, O. Su homólogo en E' es, según (4), el vector

X'=Al'

que va del origen O' al punto de coordenadas x'="4 1 , y'=A:¡.
Análogamente, a los vectores unidad de Jos ejes y y e, les co­
rresponden los que tienen por extremos del origen O' y los pun­
tos e; B 2 Y e; C2 , respectivamente. Estos tres vectores, que
para abreviar llamaremos (A), (B) Y (C) (fig. 58), pueden ser to­
mados arbitrariamente, porque las coordenadas de sus extremos
determinan los seis parámetros de las 'ecuaciones (a) de la afini­
dad. La única condición que han de cumplir, es que no estén los
tres en linea: recta; pero estudiaremos Sólo el caso más sencillo,
en que los tres estén en rectas distintas.
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Los tres vectores unitarios situados so bre los ejes coordena­
dos de E están, pues, representados---':"y éste es el resultado-poi
tres vectores arbitrarios de origen O' trazados en E', los que, a
su vez, determinan completamente la afinidlad...

4." Para establecer, también geométricamente, la representa­
ción de (A), (B), (C) partamos primero de la consideración de
un punto p (x, y, o), cualquiera del plano xy. El vector deter­
minado por el origen O y el extremo p, se obtiene multiplicando
el vector unidad del eje x por el número escalar x, el del eje y por

Figura 58

1

o

y

Figura 59

!J.

el número y, y sumando ambos productos (fig. 59). La construc­
ción correspondiente a ésta en el plano E' se obtiene en segui­
da por medio de una afinidad bidimensional ordinaria (con de­
terminante distinto de cero), y resulta así el punto p' homologo
del p, se deduce comiO resultado dJe multiplicar el 'vector (A) por

x', el (B) por y', y construir el paralelogranvo que da l.a suma de

Figura 60

estos dos pro.ducios (fig. 60). De este modo puede determinarse
en E' el homólogo de cualquier punto del plano xy y dada una
figura cualquiera, construir punto a punto su correspondiente.

5.° Repitiendo el mismo razonamiento para un punto del
espacio de tres dimensiones, E, resulta (fig. 61) que todo pun­
to p, de coordenadas x. y, z, tiene por homólogo el: p' obtenido
sumando, por la regla de! paralelogra.mo, los productos de los
vectores (A), (B), (C) por los números x, y, z , Corno la adición
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es conmutativa, esta construcción se puede efectuar de 1.2.3==
=6 modos diferentes, cuyo conjunto constituye la representa­
ción plana (fig. 61) de un paralelepípedo rectangular del espa­
cio E formado pQf los tres puntos coordenados y los paralelos a
ellos trazados por el puntú p. La costumbre, de ver estos dibujos
desde que se comienzan los estudios matemáticos, hace que esta
representación se considere como una cosa trivial, aunque en su
esencia constituya un importante teorema.

6." Por medio de esta construcción, se puede representar en
el plano E' cualquier figura del espacio, Sea, por ejemplo, una
esfera de radio igual a la unidad y con el centro en el origen de
coordenadas; fijémonos en los círculos de intersección con los
planos coordenados.

Figura 61 Figura 62

La circunferencia sección lior el plano xy, tiene por diáme­
tros conjugados los vectores unitarios de x e y, y por consi­
guiente, le corresponde en E', en virtud de la afinidad, una elip­
se (fig. 62) con centro en O', en la que son semidiámetros conju­
gados los vectores (A) y (B), y que, por tanto, está inscrita en
el paralelogramo formado por los vectores 2 (A) Y 2 (E). Aná­
logam,ente ocurre con las circunferencias secciones producidas
en la esfera por los otros dos planos coordenados; sus represen­
taciones son elipses de centro O' y semidiámetros conjugados
(B), (C) y (A), (C).

7." El estudio de las relaciones que existen entre la proyec­
ción axonométrica y la afinidad, se completa COn el teorema fun­
damental de la Axonometria, enunciado en 1853 por K. Pohlhe,
profesor de la Banahademie de Berlín y publicado en 1860 en su
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«Tratado de Geometría wescriptiva» ("), La primera demostra­
ción elemental de este teorema se debe a N. A.'Schwarz y está
incluida en un trabajo publicado en 1863, junto con la intere­
sante historia de su descubrimiento (**).

Pohlke definía la Axonometrla geométricam;el)te, como me­
dio de representar las figuras del espacio, mediante una pro­
yección paralela y una semejanza., Su teorema dice que [os tres
vectores unidad" de los ejes coordenados del espacio, pueden ser
transformados por medio de una represeniacián- de esta índole,
en tres vectores ARBITRARIOS del plano E', con origen comün.
en el de coordenadas Q'. Esta afirmación la hemos demostrado ya,
partiendo de la definición analítica de la afinidad; para nosotros)
la importancia del teorema de Pohlke radica en que la rt!.pre;
sentacion definida analíticamente por las ecuaciones (3) (pági,
na 107) se obtiene geométricamente por mJedio de una pl'Yoyección
paralela y un cambio de escala '; las rectas paralelas de que ha­
blamos en el numero 1:' son entonces los rayos proyectantes.

8." Para demostrar analíticamente de un modo directo el
teorema de Pohlke consideremos en el espacio 'E los dos haces
de planos paralelos definidos por las ecuaciones

Al;x +Bly¡+ CIZ='~

A 2x +B2Y~+ C2 Z1 = "I)

en las que ~, Y¡ son parámetros variables.
Cada par de valores de los parámetros ~; "1) determina un par

de planos que se cortan en una de las rectas paralelas, ultima­
mente recordadas. El problema se reduce, pues, a fijar en el es­
pacio un plano E' y en éste un sistema de coordenadas rectangu­
lares x'" y', tal que cada una de estas rectas (~, -r,) corte al pla­
no E' en el punto x'=~, Y'="I).

Para ello es preciso en primer lugar, que los planos ~;=U,

"1)=0 corten al E' en los ejes de coordenadas O'y' y O'x', es de­
cir, en dos rectas perpendiculares. Llamemos 01 y 62 los ángulos
que estos .ejes (que determinan la posición de E') forman con la

(*) Lehrbuch. der darstelleuden GeometrÍ(. 2 Abteil. 4 Auflake. El
teorema está en la primera parte, pág. 109. ,

(**) [ournal fur die reine und angeuianudte Mathema,tik. Bol. 63, pá­
gina 309. [esasnte maih emaiisch e Abhuudlugen, Bol. Il , pág. 1, Ber­
lín, 309.
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. recta ~ = 1)= O· (fig. 63)· Y a el ángulo, conocido, de los planos
~= 0, '1) = O. Aplicando el teorema del coseno de la Trigonome­
tría esférica, al triedro formado por, estos dos planos~=0, 1) =°
y .el E'·, resulta:

cos [O' x', O' y'}=cos 01 cos 02+ sen 01 sen 02 COS a

y dividiendo por sen 01 sen 02

cos [O' x', O' y'l---:..----"-'- = cot 01 cot 0i+cos a
sen 61 sen62

Figura 63

Para que el ángulo de O'x' con O'y' sea recto, es preciso que
su coseno sea nulo, luego

(a)

Todo plano de los

corta al E', según una. recta x' = constante. Si Q' es la abscisa
del punto en que ésta corta al eje x' el valor correspondiente. .

de x' en g es igual a O' Q', salvo un factor A, dependiente de
la escala, que es preciso determinar; trazando la perpendicular
Q'S al plano ~ =°y la Q'R a la recta ;'=1)'= 0, se verifica

O'Q' , Q'R
sen 61

Q·R=...JI~
sen (J.
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y teniendo en cuenta que Q'S es la distancia entre los planos
A1x+B,y+ C¡z=O y Alx+Bly.+ C1Z=~, resulta

rx' =,A.. O' Q' =A.~;=:=:=:====--~~~
VAl2+ B 12 + 01

2 • sen 61 sen IX

De un modo análogo se obtiene corno coordenada y' de los
puntos situados en la intersección del -plano A 2x + B 2y.+ C2z:;:::r¡

con el E':

y' = A.. Tj

VA22 + B 22 + 02
2 • sen 62' sen IX

Las dos últimas relaciones nos dicen que para que la recta
determinada por los parámetros ~, r¡ corte al plano E' en el pun~

to x"=~, y'.= r¡, es preciso que sea

(b) A. = VA 12 +B12+012 . sen 61' sen (.( = VA 22+B22+02
2 sen 62sen IX

de donde resulta la siguiente ecuación de condición para (JI y 62 :

(e) sen 01 , V A12 + B 12 + 01
2 =Mn 62' VA 22 + B 22 +0 2

2

Un sencillo cálculo, demuestra que el sistema formado por
las ecuaciones (a) y (c) tiene una solución única real para cot 61

y cot 62 salvo el signo; es decir: Existe una, sola posición (y su
simétrica respecto del plano normal común a~=O y=O), para
la cual se verifica axonoméiricamente la afinidad n',=~, y',= r¡.

La constante de semejanza que proporciona la escala del siste­
ma de coordenadas de E', está dada por la ecuación (b).

Puede darse a esta demostración un carácter 111.ás geométri­
co, partiendo de la condición de que los puntos unidad de los
ejes x' e y' estén en las rectas ~=1, r¡=0 y ~.=O, '1)'=1, respec­
tivamente. En este caso, el problema consiste en buscar un pla­
no E', tal que corte a un prisma triangular dado, según un trián­
gulo rectángulo isósceles.

Recíprocamente, toda proyección axonométrica representa
una transformación afín cuyo determinante es nulo. Esto es fá­
cil de comprobar, transformando por medio de una sustitución
lineal, corno se hizo antes (pág. 107), el sistema de coordenadas
oblicuas que la proyección de los ejes x e y da sobre el plano E',
en un sistema de coordenadas rectangulares elegido de antema­
no también en E'.



:;L:as"pl~ople:dáde5:-de·- 'Ja proyección axonométrica se "pueden
hacer ver intuiti~am.ente uti'lizando- una Tintefoa de proyección
CC'\1 el foco suficientemente alejado de la pantalla para que se
pueda suponer que está en el infinito. Colocando -en el haz de
luz diversb~ modeló~ '(cuadrado, círculo, cubo, elipse, etc.), se
vi ~e 'tas' ,figtt~as de ,las sombras confinnsnilos resultados ob­
te1iitlúSmaterii,átitarnente. El teorema de' Pohlke se comprueba
también por medio de tres varillas unidas en forma -de triedro
trirrectángulo ; .haciendo mover convenientemente este modelo y
el plano de peoyección-se ptlede obtené cualquier posición fija­
d?:;,~Ae}l.nte'?Janp"paraclas sombras. i

(1)

11. Transformaciones proyectivas
i '".:;;r ':~ ri" ~',.", /.)

Consideramos, desde luego, figúras tridimensionales:

i'l.~'Para definir analíticamente las transformaciones proyec­
tivas no se expresan ya. -x', y',z' como funciones enteras ~e

x" y, z, sino como funciones racionales del mismo denominador
(esta circunstaiicia última es esencial):

x' = ~l x+-l~JY +c; z+ «: .)
a4 x + b4 y + c4. z + d l

'y'= Q2 x +b2y,.+c2z + d2 I
Q4

Xi.+b4 y +c4 z +d4.\

,_ a3x+bay,.+caz+daz --------'------'--~

a4,x;.+b4y+c4. z+ d4 }

Estas ecuaciones nos dicen que a todo punto x,y, Z, le 'co­
rresponde ot1'opunto' x', y', z', que es propio si el denominador
no es nulo. En cambio, si el punto x, y, Z, se acerca al pla­
no a4Xl.+b 4y'.+c4 z+d4=O, el punto homólogo x', y', a', se ale­
ja infinitamente (cosa que no ocurre en la afinidad), y, eh cier­
to modo, puede decirse que se «desvanecen ; por esta razón di­
cho plano se llama plano de deseamecimiento (*), sus puntos,
puntos de desvanecimiento, y se dice que corresponden en la

(*) En España son más corrientes estas denominaciones que las de
plano )' pUI¡los de fuga. también usadas, traducciones literales de Fluchtc­
ben e y Fluch tpinúc!e. (N. del T.)



transformación proyectiva al plano y puntos im.propios o del in~

firrito.
2.° 'para estudiar estas transformaciones es muy convenien­

te .ernplear coordenada« homogéneas; es decir, usar en lugar de
las tres coordenadas x, y, .Z, cuatro magnitudes ~,r¡, ~, ", defi­
nidas 'P()r 'las .relaciones:

. ?"

X = -5.. y = ~-,
. 1: ' ,

z =..5....
"t '

Estas cuatro cantidades deben ser finitas, varIar indep'en­
dientemenie y no anularse todas simultáneamenie, A todo punto
», y, z, corresponden, pues, infinitos sistemas de valores p~, pr¡,

p~, p" (siendo p un factor arbitrario distinto de O), y recíproca­
mente, todo sistema de valores ~, .r¡, ~, r, siendo" diferente de
cero, determinan un punto propio x, y, s, y este mismo punto
corresponde a todos los sistemas de valores p~, pr¡, p~, p". Cuan­
do't es nulo, uno, por' 10 menos, de los cocientes x, y, s, se hace
infinito y el punto es impropio;' así, pues, todo sistema de va­
lores 1;, r¡, ~, ,,=0 representa' un p-unto del infinito, que es el mis­
rno para todos los sistemas p~, pr¡, pr;, 0, siendo p diferente de
cero. Con esto se introducen de manera precisa, analíticamen­
te, los' puntos del infinito, cuya consideración se acostumbra
agregar a la de los propios, ordinarias.

El empleo de las coordenadas homogéneas, resulta al prin­
cipio algo incómodo, a causa de la indeterminación de estas
cantidades producidas por el factor arbitrario p, y conviene, por
lo tanto, precisar un poco más su significado geométrico.

Sea,para ello, un plano P, .cuyos puntos se determinan por
sus coordenadas rectangulares

x =S-, y=¿
"t "t

Considerando ~, r¡ y 't como coordenadas rectangulares de
un punto en el espacio,' podemos tomar como plano P el 't= 1
paralelo al 1;r¡. Uniendo (fig. 64) el punto x, y de P con O por

medio de una recta, para todos los puntos de ésta, J..- v l
"t o T

deben ser constantes, y verificarse

1:
-'='-- = x:- . ,
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puesto que para t=1 han de ser ~=x y 'r¡'=y. La iniroduc:
ción die las coordenadas homogéneas equiuale, pues, simple.,..
mente a la representación del plano P sobre la radiacion. que lo
proyecta desde el origen O del espacio tridimensional auxiliar:
las' coordenadas homogéneas de un piurn,to son las coordenadas,
en el espacio, de los puntos del rayo de' esta radiación, proyec­
tante del pun,to; como en esta representación a cada punto en
P le corresponden los infinitos de este rayo, queda así, perfec­
tamente explicada la indeterminación que introduce el factor ¡:,

~''1, ,

E

Figura 64

En cuanto al caso de excepción ~=lj'='t'=O, se explica geomé­
tricamente fijándose en que el punto O por sí solo na deter­
mina ningún rayo proyectante, y, por 10 tanto, ningún pun­
to de P.

También es evidente que no es preciso considerar valores
infinitos de ~, 1), t, porque todos los rayos se obtienen unien­
do O con puntos situados a distancia finita. V, por último, se
ve claramente cómo Se evitan los valores infinitos de las coorde­
nadas, sin más que sustituir los elementos impropios del plano
por los rayos paralelos trazados por O, situados en t=O.

También la conocida locución de rectas del infinito adquiere
aquí un contenido geométrico intuitivo. Analíticamente, no es
otra cosa que la expresión de la analogía abstracta de que todos
los «puntos del infinito» satisfacen a, la ecuación lineal ,,=0,
exactamente 10 mismo que toda recta propia tiene una ecuación
lineal. Pero ahora podemos decir de manera completamente
geométrica: a cada recta de P corresponde en la radiación O
un haz plano de rectas, y, recíprocamente, todo haz plano de
rectas de la radiación O determina una recta en P, si se exceptúa
el haz plano t=O; perece, pues, conveniente designar también
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el conjunto de los puntos que le corresponden en el plano pa­
ralelo P como una recta, y así se tiene la «recta del infinito».

De trianera completamente análoga se introducen las coor­
denadas homogéneas en un espacio tridimensional. como sección
por 't = 1 de un espacio cuatridimensional ~, 1), ~, r, Y relacionán­
dolo con la radiación-de rectas que lo proyecta desde el origen
de coordenadas del espacio auxiliar.

Podemos entonces extender al caso actual todas las consi­
deraciones anteriores, sin dificultad alguna, dejándonos llevar,
de la analogía, sin apenas cambiar palabra, y, en particular, las
relativas a la significación <le los elementos del infinito. Agre,
guernos, por último, que, naturalmente, la utilizaci6ndel espa­
cio cuadrimensionales tan sólo un medio de expresión cómodo,
al que no hay por qué asociar idea de misterio alguno.

3.° Introduciendo coordenadas h.omagéneas en los dos es­
pac:ios E y E', las ecuaciones [1], de la transformación pro­
yectiva, teniendo en cuenta que todas tienen el mismo deno­
minador, pueden descomponerse en cuatro <le la forma:

p'~'=a1~+bl1)+c1 ;+d1 't

p' Y/ =a2 ~+ b2 1) -~°2 ; + d2 't

p' ;' =aa ~ + ba 1) +Ca ~ +da 't

p''t'=a,¡, ~+b,¡, y¡+c1 ; + d 1 't

(2)

en las que p' es un factor de proporcionalidad.
Este sistema, prescindiendo del factor arbitrario p', consti­

tuye la sustitución lineal homogénea de cuatro variables más
. general, y representa, por 10 tanto, una correspondencia afín

entre los dos espacios auxiliares de cuatro dimensiones E
4

y E 4 ' ,

en la cual, las coordenadas homogéneas tienen la significaci6n
concreta explicada en el número anterior. Esta interpretación li­
mitada al plano, enseña que la trans'[ormacián. proyectiva m~s

general de un plano se obtiene proyectando el plano desde el
origen: de coordenadas de un espacio auxiliar de tres dimen­
siones, aplicando a la radiación proyectante una transiormacián.
afín, y cortando, [inalmente, la radiación resultante por el Pla­
11,0 dado.

Efectuando además una transformación de semejanza del es­
pacio, cuyo centro sea O, determinada por el factor p', se ob-
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tiene la misma proyectividad, porque los rayos proyectantes'
desde 0, son dobles en la transformación.

El procedimiento: que acabamos de utilizar haciendo. uso de
los espacios auxiliares E y E', recibe el nombre de prin.cipio
de las proyecciones y secciones, y su importancia radica prin­
cipalmente, en la facilidad con que mediante él se pueden es­
tudiar las más complicadas pr.opiedades en los espacios de n
dimensiones, mediante la consideración de otros espacios auxi­
liares, de ~ma dimensión más.

4." Reclprocamente ; según enseña la teoría de determinan­
t~s, las coordenadas ~, r¡, ~, " son también. funciones lineales y
homogéneas de !.as ~', r¡', c,', ,,', y pueden escribirse en la forma:

f: -"e" b' 1I J d' .Órpc,.=a 1c,''+ lYl +c 1'O·.+ 1",

. P r¡=a'~ f+ b'2 Yl'+ C'2 '0\+ d'2 't'

Pc,'=a'a r+ b'¿ r¡' +c'a {+ d'a ,,'
p 't'=a'4 ~', + b'¿ r¡'..+ c'~ c,'..+ d'4 ,,'

siendo p un coeficiente de proporcionalidad, siempre que no .se
anule el determinante

al b1 c] di
I

d=
a2 b2 c2 d

2

aa ba ca da I
a4 b4 C4 di I

Los sistemas de -oatores.e, 'r¡, c" 't y';', r¡', c,', ,,', se correspon­
den, pues, biunívocamente salvo los factores arbitrarios de pro­
porcionatidad; p yp'. En el caso de que 6. sea nulo, y como era
de esperar, según lo dicho al hablar de la afinidad, se obtiene
una representación del espacio sobre un plano, por medio de
una proyección central, tal como ocurre, por ejemplo, en la fo­
tografía. Este caso, que también es sumamente interesante, lo
estudiaremos a continuación del general 6.*0.

5." De las ecuaciones [2J y [3], se infiere que siempre que
exista una ecuación lineal entre ~, '1), c" ", existe también otra
entre ~', r¡', c,:, 't, Y recíprocamente. A todo plano corresponde,
por. consiguiente, otro p}ano. En particular, el plano del infini­
to de E' tiene por homólogo, en E, uno, en general propio, que
es el que antes hemos ltamado plano limite, Esto confirma la
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conveniencia. .de haber generalizado el conq'p.to;<;l:e pJ~PP aQfrú­
tiendo el del infinito, pues, así el· teonema, anterior': cerno ,miU,c1¡J,os

otros, resulta completamente general y. sin excepción alguna.
Otra consecuencia inmediata es qqe¡ a t'oda recta le corresponde
otra recta, lo cual puede eXIJresarse con. la terminología de Mo­
bius, diciendo que toda transformaci6nproyectiva es una coli-

neacum: r lt

'6) ,. Recíprocamente, toda colineaeion del espacio, esqedr.¡
toda .transformaciórv unívoca en los. dosisentidos .que, ha,€eQOi
rresponder a cadrv recta otra recta, a . cada plano "otr.o p~ari(¡); ')1

Figura 65'

a elementos incidentes otros también incidentes, es unapr(')yec..
tividad (esto es, uría transformación definida analíticamente por.
las eouaoionesjL] Ó. [2]).

Para mayor. sencillez, vamos a .exponer la' demostración' dé
este teorema, dada por. Mobius, limitándonos, pór razón de co­
modidad, al caso del plano. El proceso de la demostración es el
siguiente: Dada una colineación y elegidas dos cuaternas de
puntos homólogos en ella, se dernuestra : a) que siempre 'existe
una .proyectividad .que hace corresponder. entre sí dosl;:uales­
quiera. de dichas cuaternas; y, corno toda proyectívidad es una
colineación, bastará próbar : b) que hay solam.ente u,na colinea­
ción en que las cuaternas se correspondan, con ello quedará
completamente probada la. identidad entre colineación y pr.oyec~

tividad ,
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a) Para demostrar la primera parte, observemos que las
ecuaciones de la proyectividad en el plano:

p' ~"= al ~'+ bl ~+ dI -r
p' Yi'=d2 ~+ b2 '1)'+ d2-r
p' -r' =:=a3 ~+ b3 Yi+ d3 -r

contienen 9-1=8 constantes, porque el cambio de p no hace
variar la transformación. El hecho de que dos puntos sean ho­
mólogos da lugar a dos condiciones. lineales, luego la corres­
pondencia entre las dos cuaternas está expresada por 2.4.= 8
ecuaciones lineales homogéneas entre las nueve cantidades
al' ,"., d3• Este sistema de ecuaciones tiene siempre una solu­
ción, Juego determina las constantes de una proyecti'vidad, en la
cual-son: homálogos-las dos cuaternas dadas.

Se ve .fácilmente que la proyectividad iserá única y propia
(A'=!=0)', solamente en el caso de que la posición relativa de los
puntos de cada cuat~rna sea «general)), es decir, cuando no es­
tén tres de los cuatro puntos en línea recta, que es, precisamen­
te, el caso para el cual 'necesitamos el teorema,

b) Para la segunda parte de la demostración, imaginemos
dada una colineación arbitraria entre los planos P y P' y sean
1, 2, 3, 4, cuatro puntos cualesquiera de P, tales que no haya
tres en línea recta y 1', 2', 3', 4', los correspondientes en P' que
cumplen las mismas condiciones que aquéllos. Se trata ahora
de probar, que la colineacion queda unívocamente determinada
por la correspondencia entre amibas cuaternas de pu.ntos, para
lo cual bastará demostrar que se puede construir la colineación
utilizando la correspondencia biunívoca, y la correspondencia
recíproca de las rectas, Como medio auxiliar utilizaremos las
llamadas redes de Mobius que son sistemas de rectas que cu­
bren el plano a la manera de una telaraña.

Desde luego, las seis rectas que en cada uno de los planos
unen los puntos dados dos a dos, son homólogas en la colinea­
ción , También se corresponden los puntos de intersección de
cada dos de estas rectas. Si unimos ahora estos puntos resul­
tan nuevas rectas homólogas, y continuando este proceso obte­
nemos en ambos planos, dos redes cada vez más espesas, que
se corresponden punto a pu.nto y recta a recta.
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~ Dado un punto cualquiera en el plano P, o es un vértice de
la red, o puede considerarse como tal, como posición límite de
los vértices a medida que la red se va espesando. En el primer
caso, el punto homólogo en P' está completamente determina­
do", pero en el segundo no puede decirse lo mismo sin cuidar­
se al .definir la colineación de añadir una condición que para
Móbius era tan evidente que no creyó necesario hacer mención
expresa de ella. Esta condición es la de que la transformación
sea continua; es decir, que a todo punto límite de 1m oonjunto
de puntos de P, le corresponde en P', el límite del conjunto
formado por los homólogos de éstos. De aquí se deduce, enton­
ces, la correspondencia unívoca de los puntos del 2.° caso, y,
por tanto, queda demostrado el enunciado para una colineación
continua..

Del mismo modo se demuestra que, una colineación conti­
nua en los espacios de 3 y, en general, de n dimensiones, que­
da determinada cuando se conocen, respectivamente, 5 Ó 1v+2
pares de puntos homólogos.

Teniendo en cuenta ahora, lo que hemos dicho al principio
de este número 6.°; podemos enunciar, cama resumen, el si­
guiente teorema: Las proyecti'Didades son las únicas transforma­
ciones continuas y biuniuocas que convierten: rectas en recias,
sin excepcián,

7.° En el número 5) hemos dicho que los planos y rectas
ilimitados tienen por homólogas en la proyectividad, figuras de
la misma especie. En esta propiedad, la transformación proyec­
tiva coincide con la afinidad general, pero no ocurre así en
aquellas en que interoiene el concepto. de paralelismo.

En la proyectividad no se conserva necesariamente el para-:
lelismo, como ocurría en las transformaciones afines, sino que,
por el contrario, .como al plano del infinito le puede correspon­
der uno propio que es el llamado límite, al punto del infinito
común a dos rectas paralelas, le corresponde el propio determi­
nado por la intersección de sus homólogas con el plano límite.
Esto no quiere decir que el concepto de paralelismo pierda su
sentido, sino que adquiere mayor amplitud con la adopción del
plano del infinito que puede ser considerado como el lugar geo­
métrico de todos los puntos del infinito del espacio. Rectas (o
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planos), p'aralelas, \ se. llamarás» entonces 'aquellas- c;uya dnterse,c­
cien-esté. s:itúadaen este: plano 'especial, cori la -veritaja de poder';
se transformar. en rectas (o planos) 'no.'para'lelas: por IJ!ledi0 .dé
mm proyectividad. .

Las formas de. Grassman» no son inroaruinte« en la transfor­
mación, preJyectiva. Para demostrado, sea un vector libre de E,
que tenga por coordenadas :

. , X=XI- x'2 ; Ó, " y =YI-Y2; Z=$I-Z2
•• • ,-: .'" .' 1, ,",'.J

L=Ylr¡2~ZIy'2:. ~=X2Z1-XIZ2;' N.=X1Y2-X2Yl

Las cantidades X',
E' están formadas con

... , NI, homólogas'.(Ie éstas en el espada.

, al Xi+01 Yl +Cl Zl +dj al x;+bl Y2+Cl Z"2+d~
Xl = etc., X'2=' ! 'etc~

a4 X1 +b4; Yl+C4Z'l +d,!" a4 X2 +0-4 Y2+C4Z2,+44<

Según: ésto, X', .... ~. lÑ';. tomaran la. forma, ·def¡-ac€ÍOneS';cur.¡.
JOS numeradores ison combinaciones 'lineales, deX, .... ! N;' .CllJnl

coeficientes constantes mientras que el clcnon¡iÍl[ldó):r común ::i:,:' I

\'/1:1: 1+b, 3'1,+ C.19·ltd;>(a~X2.+ /)4Y~!:~4 z~ +d1)

no puede expr¿sa:rse:'en>fl1nció~'de x.::.... ',iIJ, únicamente: La:,>
coordénadastelef vector FibÍ''e t'fansforrriadd,\ nó deperldeh,pues:;
s610 de las del primitivo, sino también de la posici6n particular

f...,

del origen y extremo de ést'e',: de-modo que, desplazando elseg-
merito (1, 2) a: 'lo largo de 1sU''propiátecta, X, .. , N,permane.;,
cen constantes, sus homólogas' X'" '.'.. , N' 'varían: así, pues, el
segm(tntotransformado (1',·2') no es unvedot .libre, en el sen':'
tido dado por Grassmann a éste concepto ..;

El hecho de que la recta ilin¡,itada se conserve en la transfor­
mación, se explica porque está determinada únicamente por las
razones X:Y'; ... : N', que en virtud de la desaparici6n del
denominador ,,<!ojUún, se pueden expresar en función de
X: Y: ... : N.:

8." Veamos ahora un : ejemplo irnportanre .de una figura
que se transierma. en otra, de 'la misma' especie en las; iransior­
macumes proyéct'ivas.

Una ecuación cuadrática en x', y', z',se'col1vie.rtetilultiplican7
do pnr el cuadrado del denominadorcomúna,¡x+ b,[y +c~z:+ ~H



--- 12<l~

en otra ecuación cuadrática en x, y, s, lo cual. quiere c1ecir,.geo­
métricamente, que a'. toda superficie desegu.ndo orden, el1]] es­
páciO E, le corresponde una análoga en, el espacio E'; cortan­
do por un plano una de estas superficies se obtiene la corree­
pondencia entre cusroas de segusulo orden.' Análogamente, .'. re­
sulta, en general, que toda figum algebraica suscep.tible ele.' de­
finirse por medio de una o más ecuaciones algebraicas entre los
coordenadas, tiene por homologa en 'la transformación prroyec­
tiua una figura de la misma especie que ella; la naturaleza de
estas figuras es, pues, invariante. en, .las transformaciones pro­
vectivas,

9.9 Además de estas: figuras invariantes, existe también un
número especial, cuyo valor no cambia-ren la proyectividad', y
que, en cierto modo; sustituye a los conceptos ..cl'eclistahcia:, y':
ángulo, cuyos valores ya no son invariantes en las transfor­
maciones afInes,' y, por tanto, mucho menos en las proyecti­
vas. Fijándonos ahora en el caso de las rectas,. se trata de una
función determinada de las distancias entre cuatro pluntos cua­
lesquiera d~ una rectal 1, 2, 3, 4, la ya'citada anteriormente ra­
zón doble, o anarmánica, d'e cuatro puntos,

12 32 12·34:'-- =,----
14 3-1: 14,32

Mediante un sencillo cálculo puede reconocerse la invarian­
cia de esta magnitud en toda transformación proyectiva.

Lo mismo ocurre en un haz de rectas o de planos, en que la
razón está formada por los senos de los ángulos que forman,
o sea:

sen (1,2)

sen (1,4)

sen (3,'2)

sen (3,4)

sen (1,2)' sen (3,4)

sen (1,4)· sen (3,2)

El hecho de que estos invariantes fueran los primeros cono­
cidos en las transformaciones proyectivas, dió lugar a que los
geómetras se esforzaran en reducir todos los que sucesivamen­
te se fueron encontrando, él razones dobles; lo cual sólo se con­
seguía muchas veces de modo artificioso. Más adelante vol,.
veremos a ocuparnos de estas relaciones.
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El estudio de las figuras invariantes en estas transforrnacio­
nes, -constituye la llamada Geometría proyectiva, denominación
hoy corriente y mucho mejor que la de Geometria de la Posi­
ciów, muy utilizada antes, para distinguirla de la «Geometría
elemental» o «métrica», porque entre las propiedades invarian­
tes en la proyectividad, hay algunas, como acabamos de ver,
de carácter métrico.

Vamos ahora a decir algo acerca de las aplicaciones de las
transformaciones proyectiuas,

1.0 Comencemos por hablar de la Geometría descriptiva, y
prescindiendo de toda sistemática nos fijaremos en algunos
ejemplos característicos:

a) Representación pf.ana del espacio por med10 de una pers­
p1ecti'l)a central.' Este método puede considerarse como una ge-

Fígura 66

neralización del axonométrico (perspectiva paralela), en que en
vez de ser paralelos los rayos proyectantes pasan todos por un
mismo punto.

Tomemos como centro el origen de coordenadas, y como
plano de representación el z=l. A todo punto p(x, y, s) le co­
rresponde otro P'(x', y', a') para el cual es z'=l, y como ambos
están en el mismo rayo proyectante, se verifica que

t , ,

x : y : z .= x: y : z

De aquí resultan las ecuaciones de la transformación que
son:

, x
x =-;', , ?-I.11=-;, z' =...:­z

Este es, pues, un caso particular de la proyeetiuidad, y la
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analogía con la proyección axonométrica, permite sospechar que,
en aquélla, el. determinante es nulo. En efecto, las ecuaciones
anteriores, en coordenadas homogéneas, tornan la forma:

y el determinante de la sustitución es :

1 O O O
O 1 O O
O O 1 O
O O 1 O

=0

Las propiedades de la proyecclOn central pueden deducirse
fácilmente de las de la afinidad, aprovechando esta analogía, y
teniendo en cuenta que el horñólogo de un plano viene dado
por una transformación proyectiva bidimensional de determinan­
te distinto de cero.

De aquí se sigue, en particular, que, por ejemplo, las razones
dobles de cuatro puntos de una serie o de cuatro rectas de un
haz son invariantes en la transformación.

b) El segundo ejemplo lo constituye la llamada perspecti­
'Va relieve, que comprende corno caso límite la proyección. cen­
tral. Una imagera en relieve de un objeto es una figura tal, que
los rayos luminosos emitidos por sus diferentes puntos, que
pasan por el ojo de un observador, situado en un cierto punto,
producen en el observador el mismo efecto que lo harían los
emitidos por el objeto original.

Eligiendo convenienteente el sistema de coordenadas, todo
punto y su imagen estarán aline~das con el origen, luego:

,. I 1 (1)x : y : Z'=X: y: Z

La diferencia respecto del caso precedente es que aquí el
espacio no queda representado sobre un plano, sino sobre una
porción de espacio de un ancho limitado.
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,,¡Las' fórmulas de la transformación 'son:

, ,(1. +k);:rx =::::: '--'-.,"':"--~'_. "
z+k

;?j'.=
, (1,,-1'- k)z .

z+k

que, desde luego, representan- una colineación y satisfacen eVI­
denternente a las ecuaciones (1). Para formar su determinante,
basta escribirlas en coordenadas homogéneas, o sea, en la forma:

¡:/ ~'={l+k) ~

pi r¡'d:{l+ 1<):,,)'
p'~' =. (1+k) ~.(
p'r'= .~+k 'tJ

de donde

·1
<,

.!J. =1
·1

1-+ k
(i)

O·!

O:

O
l+k

()

O

')

o
O:

1 +le:.
f !

0/O ... .'
-r, = !1e' (J -l-- k)301 .ti \ .•

le") '
í'¡i· '

que es distinto de cero, salvo en' los casos de serk=O, ó
k=-l.

Para k = O. las fórmulas (2) .se transforman en las de la
proyección central, y el' relieve desaparece. Para k=l, se ob­
tiene x'; y'; .s' =0 jesdecir, todos los ppntos del espacio se
transforman en el origen de coordenadas, caso trivial de dege­
neración, sin importancia alguna.

Supongamos, pues, que k> O. Todo plano de ecuación
::;=constante se transforma en el

z' = (1 + k) z
z+k

(3),

La correspondencia establecida entre ambos' planos .es evi­
(\entem.ente la originada por la radiación de centro O al cortar­
los, y no hay que examinar sino la significación de la fór­
mula (3).

Para z=oo (o sea ,,1=.0), esta ecuación se convierte en
z'..+l+k, lo cual quiere decir que el plano paralelo al xy a



la ~léUstanci(l l+k, es el limite del espado transfor.mado, y fm­
maj 'como. si' dijir.amos, el fefndo,del f,elie'lJe sobre el C'lf,ai'ilp'l1­
recen:' representados los puntos, del: infinito de1 espac;ioprimi-
tioo.: ,
" Corno , paraz,= ~,se 'obtiene también s' = 1, .el plano r:ePfe­

sentado por esta .ecuación ;e~ doble" esdeoir, coinoide con su
imagen. Si zorece desde l. hasta 00, z' crece desde 1 hasta
1,+ k j es decir, que limitándose a los objetos situados detrás
del :planoz::¡=l (fig.67), se, obtiene como im;agen~n relie~e de

.l·.··. , '. ,', l, " •.. ,} I . ,

.(). ,.~ : r

r

~.~. :',

(J'
\ ,

fond'o; ¡¡hit; :k:"Es;t~ I'iinitad6ndeb'e';pues, tenerse en cuenta éri
la prácticaí';,' asC:sehh& ~fectivarhe'rite.

Óe la eó'¡ad6~ '(sy, sé',~edücé, par,a'valor 'de la razón doble
deIoapuntos 'z, 1, z1,'D'::: "

z ~ 1, z' -- Q, ,z-l,f1,+J¡;) z
z --:- O '" 7 1 = z - o", ,k(z ,~l)

1, +k,
k

dejnodo que, en general, puede decirse de 'tiria manera genÉ'
mI que se corresponden. todos aquellos p~~ntos z y z', que foro
men. COn los 1 yO una razón doble de 'Valdr'fijo; ,

En la colección de modelos matemáticos; hay uno que es la
perspectiva relieve de una esfera sobre un cubo, un cono de re­
volución y un cilindro de esta misma especie; visto desde el
punto debido, da, en efecto; una impresión parecida a la de les
cuerpos originales, si bien hay que advertir que ciertas circuns­
tancias psicológicas influyen mucho en esto, pues, naturalmen­
te; ;:~l hecho de 'que el objeto e imagen determinen lósmismos
rayos luminosos sobre el ojo, no es suficiente para dar la misma
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impresión real; para que así ocurra, es muy conveniente tener
hábito de estas observaciones. Así, como se tiene más costum­
brede ver una esfera sobre un cubo, que un elipsoide sobre un
paralelepípedo oblicuo (esta es la forma de la perspectiva relie­
ve), de antemano nos sentimos inclinados a referir la impresión
luminosa recibida al primer objeto. El examen de estas circuns­
tancias corresponde a los psicólogos, y, por tanto, no hemos de
entrar enéI.

Lo dicho hasta aquí es suficiente para dar una primera idea
de la aplicación de las transformaciones proyectivas en la Geo­
metría descriptiva; pero, naturalmente, conviene profundizar
más en estos estudios, pues en mi opinión, el de la Geometría
descriptiva es indispensable para todo profesor de Matemáticas.

2.° Otra aplicación de las transformaciones proyectivas, con­
siste en que por medio de ellas, se pueden obtener nuevas pro..
piedades geométricas, Ya anteriormente, hemos visto ejemplo
de ello con las transformaciones afines.

a) Partimos del hecho de que una circunferencia se trans­
forma por medio die la proyección central, o de la perspectiva
relieve, en una sección cónica, es decir, en la sección del cono
que se obtiene proyectando los puntos de una circunferencia
desde uno exterior a su plano, sección que puede ser elipse,
hipérbola o parábola, según la posición del plano secante (figu­
ra6S).

b) Para la Geometría proyectiva no existe, pues, más que
una especie de secciones cónicas, porque cada una .de ellas pue­
de transformarse proyectivamente en una cualquiera de las otras
o en una circunferencia. Así vistas las cosas, entre elipse, hipér­
bola y parábola, no existe ninguna diferencia absoluta esencial,
sino únicamente la circunstancia ocasionada por la posición que
ocupen respecto de una recta que, por costumbre, se llama «del
infinito».

c) Vamos ahora a deducir el teorema [undanienial de la ra­
zon. doble en las cónicas: Los haces obtenidos proyectando cua­
tro puntos fijos de una cónica, desde otro P moeible sobre ella
tienen todos la misma razón doble, independiente de la posi­
cuni de P.
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Para demostrarlo, consideremos la circunferencia de la cual
se deriva por proyección la cónica de que Se trata; como, en
esta proyección no varían las razones dobles, el teorema quedará

Figura 68

demostrado de una manera general si se prueba que los haces
que proyectan cuatro puntos cualesquiera, fijos de una circunfe­
rencia 1', 2', 3', 4' (fig. 69'), desde otros dos arbitrarios de la

Figura 69

misma, P' 1 Y P'2' 'tienen la misma razón doble, y esto es evi­
dente; pues, por las propiedades de los ángulos inscritos, los
ángulos del haz P' 1 (1', 2', 3', 4'), son respectivamente, iguales
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a tos del P' 2 (1', 2', 3', 4'), y, por consiguiente, también lo SOI\

los .senos de estos ángulos, que forman las razones dobles de­
los dos haces.

d) Fundándose en este teorema, ha definido Steiner las có­
nicas, eh general, como lugar geométrico de los puntos comu­
nes de cada par de rayos homólogos de dos haces p.royectivos,
es decir, tales que las cuaternas de rayos homólogos tengom: la
misma razón doble.

Estas pocas indicaciones son suficientes para demostrar la
gran importancia de las transformaciones proyectivas en la ~eo­

ría de las cónicas; pueden ser 'ampliadas con la lectura de cual­
quier tratado de Geometría proyectiva.

111. Transformocion~l p~'nh!obles de orden superior

Se llaman así, las transf0rmaciones representadas por funcio­
nes racionales de grado sup.erior al primcro, ya sean algebraicas
o transcendentes, de la forma:

y"= X(x, )'. z), ,'JJ:::::~{x, y, z)

De acuerdo con el carácter de estas lecciones, no haremos
un estudio sistemático de tales transformaciones, sino que nos
limitaremos a examinar algunos ejemplos de importancia gene­
ral en la Matemática pura o en sus aplicaciones. Comenzare­
mos por hablar de las más. frecuentemente usada en estas trans­
formaciones, la transiormacion. por radios vectores recíprocos .

LO La transformación pot radios tieciores recíprocos.~

Como es sabido, en esta transformación, a cada punto P, le co­
rrespo.nde atto P' situado en su recta de unión con el origeh de
'coordenadas, 0, y tal que el producto OP, OP' sea constante
(figura 70). Esta transformación, además de su conocida gran
importancia en la Matemática pura, y especialmente en la teoría
de fu:h.biones de variable compleja, se usa con mucha frecuen..
cia en la Física, y tiene otras aplicaciones de una de las cuales
trataremos después particularmente.
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1.0 .Puesto que P y P' están en una misma recta que pasa
por el origen de coordenadas, debe \éerificarse que:

x,': y' : z'.=x : y: z (1)

Tomando la constante de la transformación como unidad, la
relación entre las distancias OP y OP' tiene por expresión:

(2)

y, por tanto, las ecuaciones de la transformación, son

x~ + y~ + z~
z'=--L- (3)

así como sus recíprocas:

x' , y'
x = ~X~'-2-+-~Y-'2 + z'~' Y = ·x'~ + y'2+ Z'2 '

«z = --.----- (4)
X'2 T y'2 + Z'2

las cuales nos dicen que se trata de un caso particular de las lla­
madas transformaciones birracionales cuadráticas.

Figura 70

Existe una clase muy extensa de tales transformaciones bi­
rracionales (en general biunívocas) que en los dos sentidos se
representan por funciones racionales, y bajo el nombre de trans­
formacionescremoniana..<:; son objeto de una teoría general, de
la que sólo expondremos sus más sencillos representantes.

2.° Las ecuaciones (3) y (4) muestran también que la trans­
formación es biunívoca, con la sola excepción del origen de
coordenadas; pues cuando x, y, z; tienden simultáneamente a
cero, el denominador de (3) de orden superior el numerador, se
anula, y, por consiguiente, x', y', z', se hacen infinitas; pode-
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rnos, pues, decir, que el origen es punto límite de la transfor,
mación , Recíprocamente, para todos los puntos del infinito, se
obtiene como homólogo el origen de coordenadas j utilizando la
terminología ya antes introducida, diremos que él este punto le
corresponde un punto único del plano del infinito.

La denominación de plano del infinito, estaba justificada al
tratarse de las transformaciones proyectivas, porque en ellas, los
puntos homólogos de todos los del infinito, están en- un plano,
y utilizando esta locución, se podían enunciar los teoremas con
toda generalidad y sin la distinción de casos particulares, ni
excepciones. Nada hay ahora que nos impida adoptar una for­
ma distinta de expresión} parn también poder enunciar en este
caso los teoremas sin excepciones: el campo del infinito se
transforma aquí en un punto, luego, diremos, simplemente, que
existe un solo punto del infinito que en esta transformación tie­
nepor homólogo el origen de coordenadas. Con esto, la trans­
formación es biunívoca, sin excepción.

Nunca se .insistirá bastante en decir que con estas expresio­
nes no se roza para nada la' 'Cuestión metafísica de la verdadera
naturaleza de los elementos del infinito, de la que ahora, como
antes, prescindimos totalmente. Siempre hay, sin embargo, gen~

tes que, acostumbradas a utilizar sólo uno de estos modos de
"expresión, quisieran atribuirle 'un sentido transcendental, con
lo cual se llega a veces a verdaderas porfías entre unos y
otros. En, realidad, a 'todos ellos les falta razón: olvidan que
sólo se trata de convenios arbitrarios, cómodos para. uno u otro
objeto.

3. o La propiedad más importante de la transformación por
radios vectores recíprocos es, dicho, en términos generales" que
convierte esteras en esferas .iEn efecto, la ecuación de una es-
fera tiene la forma: ... '

(1)

de la cual, sustituyendo x', y',z' por "valores (3)! el término
-cuadrático por el deducido de (2), y multiplicado por

X,'2 + y'2',+Z'2
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resulta:

que representa otra esfera.
Haciendo A -;==O en la ecuación (;'5), se ¿btienen planos que.

en de.rto modo, pueden. considerarse corno esferas singulares
que contienen el PU1~to del infÍ11iitO,. a las cuales corresponden,
por consiguiente, como homólogas, otras que pasan' por el ori­
gende'coorderiadas. Recíprocamente, toda esfera que contenga
al origen, tiene como homóloga otra que pasa por el punto' del
infinito (plano). Con estos convenios, el teorema es completa­
mente general y puede decirse que a U1Ía esfera le corresponde-

. siemp're otra esfera.
Una circunferencia puede definirse como intersección de dos

esferas (o una esfera y 1.111 plano), y tiene, por lo tanto, como

o

Figura 71

homóloga, otra circunferencia. Entre las circunferencias se com­
prende las lineas rectas como circunferencias que pasan por. el
pttnto 'del infi'flito, y les corresponden circunferencias que pa­
san por el origen de coordenadas..

4.° . Este último teorema subsiste evidentemente,cuandolá
transformación se limita. al interior de un plano y da una elegan­
te solución al problema de realizar mecánicamente movimientos
rectilíneos, .que 'es sumamente elemental e interesa también a
los no matemáticos. Se trata de hacer que el punto común a dos'
barras rígidas articuladas describa una recta, problema que tuvo
la mayor importancia en la construcción de máquinas de vapor
y permitió la transformación del movimiento rectilíneo de vaivén
del émbolo en el circular del extremo de la. biela.

Aquí nos interesa el inversor construído en 1864 por el ofi­
cial francés Peaucellier, que consiste (fig. 71) en seis varillas
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articuladas; dos de ellas, de longitud 1, unidas por sus extre­
mos a un punto fijo O; Y las otras cuatro de longitud m, for­
mando un rombo con dos vértices opuestos en los extremos de
las varillas 11

, y los otros dos p y p' libres. El aparato tiene dos
grados de libertad, puesto .que puede moverse, o bien, variando
el ángulo que las dos varillas 1 forman entre sí, o haciéndolas
girar alrededor de O. Efectuando tanto uno como el otro mowi,

miento, los puntos O, P Y P" permanecen constantemente .en

línea recta, y cualquiera que sea la posición {le P, se veri­
fica que:

OP. OP'=[2~mP=constante

lo cual' nos dice que el aparato efectúa una transforniación p01'
radios vectores recíproCO$que tiene' por -centrorei ,puJ1,.to O. El
punto P' recorrerá, pues, una recta cuando el P recorra una cir­
cunferencia, lo que se consigue añadiendo al aparato otra vari­
lla PC susceptible de girar alrededor de C, punto medio del
segmento, 'cuyos extremos son O y la posición primitiva de P.
De este modo queda sólo un grado de libertad y P' recorre,
efectivamente, una recta, pero no toda entera, sino sólo un seg­
mento de .ella, limitado por la condición de que sus puntos es­
tén a una distancia de O menor que '1+111, máxima que permite
la longitud de las varillas.

En algunos modelos, el punto p puede desplazarse un poco,
de' modo que la circunferencia descrita por P no pasa por O,
sino muy cerca de él, con 10 cual, P' no recorre ya una recta,
sino una circunferencia de radio :m.l~y grande. El aparato así mo­
dificado es también susceptible de aplicaciones útiles,

6.'° Entre las propiedades más importantes de la transfor­
mación por radios vectores recíprocos, está la de ser conforme,
es decir, conservar laam.plitud del ángulo formado por dos su­
perficies en cualquiera de los puntos íde su linea de intersección,
propiedad que no demostramos por no descender a detalles en
esta rápida ojeada.

La proyección estereográfica es un caso particular de la
transformación por radios recíprocos,. que tiene una gran impor­
tancia en la práctica. Se obtiene considerando una esfera que



-135 ~

tenga por homólogo el plano z'.=l, esfera cuya ecuación, según
la tercera ·de las (3), es

que puede también escribirse en la forma:

·que indica que la esfera buscada es la de radio 1.- " que tiene. . . 2

como centro el punto z= ~ del eje z, la cual pasa por el ori­

gen y es tangente al plano z' =1 del dibujo (fig. 72). Los pun-

z

%'·1

Figura 7~

tos de la esfera se representan en el plano, proyectándolos so­
bre él desde el origen O.

Las propiedades de esta transformación no necesitan casi de­
mostrarse, sino que se pueden ver intuitivamente en la figura.
Las .más importantes son las siguientes:

a) La transformación es biunívoca sin excepción, con tal
de considerar todos los puntos del infinito del' plano como uno
solo, al que corresponde el origen.

b) Las circunferencias trazadas en la esfera, tienen por ho­
mólogas circJmfereneias del plano. Si pasan por el origen sus
homólogas pasan por el punto del infinito del plano; es decir,
son rectas.



c) La representación es conforme.

La importancia de la proyección estereográfica en la teoría
de funciones, se ha visto ya en el primer torno de esta obra.
Se aplica también mucho en la Geografía y en la Astronomía,
habiendo sido ya conocida por los antiguos astrónomos, y em­
pleándose hoy en las cartas hemisféricas y de las tierras po­
lares.

2. Proyecciones cartográficas más generales.

La teoría de las cartas geográficas debe tener un lugar en la
segunda. enseñanza, no sólo porque los alumnos deben saber
cómo están dibujados los mapas de sus. atlas, sino también por­
que , el .profesor de Matemáticas obtendrá mucho más provecho
en su enseñanza,. no limitándose exclusivamente a tratar asun­
tos abstractos.

Para mayor comodidad, supongamos la esfera terrestre pro­
yectada estereográficamente sobre el plano xy. Si queremos re­
presentarla sobre otro plano ~'I), la transformación estará definida
por dos ecuaciones :

~.=cp (x, y), 't'j=x (x, y)

Las representaciones más usadas en la práctica, son las lla­
madas coniformes, que se obtienen considerando la variable
compleja ~.+ i'IJ como , función analítica de fax''+ iy :

;.+i"l).=f (x.+iy)==cp (x, y)!+iX(x, y)

es de advertir, sin embargo, que en la práctica de la Geogra­
fía, son también muy utilizadas representaciones no conformes,
así que no debe suponerse, corno a veces ocurre, que sólo las
conformes son importantes.

Entre las representaciones conformes más importantes figura
la proyección ideada en 1550 por el famoso matemático Gerhard
Merkator (cuyo verdadero nombre era el bien alemán Kremer),.
con arreglo ala cual, están dibujados muchos mapas terres­
tres de casi todos los atlas. Esta proyección se define toman-
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docorno función analítica f la logarítmica, es decir, por la ecua,
ción :

~.+ i'r¡= lag (x +i y)

De esta fórmula, los versados en Matemáticas pueden deducir
fácilmente las propiedades de la representación, cosa que se hace
difícil a los geógrafos que carecen de formación matemática.
Tomando en el plano xy coordenadas polares (fig. 73), Y po­

nie'ndo x.+iy.=r. ~i'f se obtiene:

de donde:

;,=logr, 'r;= r:;I .

Si se toma como centro de la proyección estereográfica el
polo sur de la tierra, al norte le corresponde el origen de coor­
denadas del plano xy, y los meridianos tienen por homólogas

'IJ
.y

--r---"H~:fJ--l--.J...-....X

Figura 73

1t

~

~ ",,(1:lnl
;¡; '%

Ci .n
~ v

I-JI.
''"''

'-lt

Figura 74

las rectas cp = constante, que en la proyección de Merkator es­
tán representadas (fig. 74), por las rectas '1).= constante, parale­
las al eje ~ .•El polo norte y el sur, son los puntos del infini-
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ro de estas rectas tomado' en uno u otro sentido j. el polo norte
(;=-00) a la izquierda y el sur (;= +(0) a la derecha'. Como
el ángulo !fi está determinado, salvo cualquier múltiplo par 2k'/t
de7t la repre$entació~ no es biunívoca y la superficie terrestre
está representada por cada una de las fajas de anchura igual
a 27t, paralelas al eje ;.

A los paralelos corresponden en la proyección estereográ­
fica las circunferencias r.=constante y en la de Merkator las
rectas paralelas ; = constante, como era de esperar; pues, por
ser la representación' conforme, tienen que ser' trayectorias or­
togonales de las rectas paralelas, homóU>;gas dé los meridia­
nos. En particular, el ecuador (r-;=l), tiene-como homólogo el eje
lJ,(;=;O).

'él ejemplo de la proyección de Merkator es suficiente para
iniciarse en el estudio de las numerosas transformaciones usa­
das en la téoría ,de las cartas geográficas. 'Conviene, sin embar­
go, indicar algunos teoremas generales, entre los cuales los más
importantes son los llamados teoremas de Tissot.

Sean dos ,mapas de la esfera terrestre dibujados sobre los
planos xy y ;,¡¡, respectivamente, cuyos mapas pueden ser ele­
gidos arbitrariamente e incluso no conformes. Entre ellos exiE"
tirá, no obstante, una relación de la forma:

~=!fi(x,y), r;·=x(x,y)

Fijémonos únicamente en los entornos de dos puntos ha.
mólogos (xo, Yo) Y (;0' '1')0)' tales, Po0r consiguiente, que se ve­
rifica:

Para ello, introduzcamos las nuevas variables x', y' ;', Yj',

definidas por las ecuaciones:

x=xo+;x', y=yo +y'

;'=~o+;', r¡=r;o+r;'
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con lo cual, las funciones <p, X se pueden desarrollar por la fór,
mula de Taylor en las sumas

<' = (:! )0 .x' +( :: )0' y' + ...

".(í3 X )' ,(í3 X ) '+Yj ="x o'x + 'aYo' y ...

donde las derivadas están tomadas en el punto x=xo' Y=Yo' y
los puntos suspensivos representan los términos de orden su­
perior en x' , y'. Limitándonos a considerar un entorno del pun­
to (xo, Yo) suficientem:ente pecueño para que estos términos li­
neales den los valores de ;', "t¡', con la aproximación requerida,
para 10 cual, ...naturalmente, es 'preciso excluir de la considera­
ción el punto (xo, Yo), para eÍ cual las cuatro derivadas parcia­
les se anulan, para cada'tÍno de ellos se obtienen dos ecuacio­
nes lineales entre x', y', ;', "t¡', que nos dicen que dos represen­
taciones geográficas del mismo terreno, están relacionadas en las
proximidades de un. lugar arbitrario (y no singular), por me­
dio de una transjormacuin. afín.' Esta propiedad es el funda­
mento de los teoremas de Tissot, que se deducen fácilmente de
ella aplicando los teoremas sobre la afinidad que aquí hemos
enunciado. Así, 'por ejemplo, el determinante de la transforma­
ción afín es en este caso

I(:!)o (~ :-)0
~ ~ (~~): (~~ t

que, como es sabido, es el determinante funcional de ep, X en el
punto (xo, Yo)' Admitiremos que Ll es distinto de cero, porque
en el caso contrario el área de un entorno de (x, y), viene repre­
sentada por un arco en el plano ;~, 10 cual no tiene interés en
Geografía. Siendo, pues, Ll::f:O, basta recordar una propiedad de
la transformación afín (pág. 78), para afirmar que el entorno
del punto (;0' ''10) se obtiene del (x,, Yo) clan aproximación sufi­
ciente sometiendo a este 'últim,o a dos dilataciones, en direccio­
nes perpendiculares entre sí, y haciéndole girar después un ci,n­
gtdo cowoenienie,



~ 140 ~

Este teorema, obtenido por Tissot deunrnodo 'intuitivo cons­
tituye un interesante ejemplo, de cómo los que se dedican a
las ciencias de aplicación cuidan' de satisfacer las exigencias
matemáticas de sus respectivas disciplinas.

3. La transjorrnacián. puntual Irtuniooca. )1 continua más
general.

Todas las funciones "hasta aquí empleadas para definir una
transformación eran continuas y derivables cuantas "~es se
quiera, en unaipalnbra, analíticas y (susceptibles de desarro­
llarse ;en- serie de Taylor)"pero también-hernos jvisto que se uti­
lizan funciones no sólo multiformes, sino infinitiforrnes (por
ejemplo, el logaritrno).; Ahora vamos a fijarnos en la condición
esencial de que las funciones representativas sean unívocas, sin
excepcián, en ambos sentidos, y sin otra condición que la de
ser continuas, sin hacer hipótesis alguna acerca de su derivabi­
lidad, etc., y estudiaremos las propiedades de las figuras geo'­
métricas, invariantes en las transformaciones continuas así de­
finidas. Esto equivaldría, por ejemplo, a investigar cuáles ca­
racterísticas permanecen invariables en figuras dibujadas. sobre
un trozo de caucho, cuando éste se deforma de un modo arbi­
trario sin romperlo.

El conjunto de propiedades así obtenido recibe el nombre
de Análisis situs y podríad\;cirsE- que constituye la teoria de
las relaciones más puras de posicton, c011ilp:etamenteiwdep.en­
dientes de toda relación de magnitud ("),

El nombre procede de Riemann que, en 18;57, realizó por pri­
ajera vez investigaciones de esta naturaleza en el famoso tra­
bajo que lleva el título de. Theorie der Abelschen Funktio­
nen (n).

(*) Esto hace que, modernamente, se designe a esta rama de la cien~
cia con el nombre de Geornetria. de la posición, que antes se dió por algu­
'lOS a la Geometría proyectiva. (N. del T.)

(-) journal f. d. reine und anaewandte Mathernatik. Bd. 54, Gesam.
Mathematische Werke (2 Auflage, Leipzig, 1882), pág. 88.

La palabra análisis, la usa Riemann en el mismo sentido- de Leibniz.
es decir, en el metodológico, y no en el que hoy se le da en Matemáticas.
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El Análisis situs acostumbra incluirse en la teoría de fun-
, . ,1 .. •.•. ,

cienes, mientras que en la Geometría es casi siempre omitido.
Una excepción que conviene mencionar es la de Mobius, que
en un trabajo publicado en 1861 se ocupa de Análisis situs es­
tudiando figuras transformables entre sí por medio de defor,
maciones continuas.

En este estudio nos ocuparemos únicamente de superficies.
En primer lugar, se presenta la diferenciación entre superficies
de una cam y de dos caras, de la cual ya hemos tenido ocasión
de hablar al principio de este libro con motivo de la superficie
de Mobius, que recorrida de un modo continuo permitía pasar
insensiblemente de uno a otro lado. Esta propiedad se conserva
':videntemente en todas las deformaciones continuas, de modo

O(Q)
Figura 75

'que en Análisis. siius es preciso, ante todo, hacer la distinción
entre superficies de una cara y de dos caras.

Aunque la teoría de las superficies de una cara no presenta
dificultaFles~speciales, aquí' nos ocuparemos solamente de las
de dos caras, que son las únicas que suelen utilizarse en la
teoría de funciones. Cada una. de estas superficies está caracte­
rizada e¡{;fnálisis situs por dos números naturales que son: el
número' ¡J." de sus bordes yel p de Los cortes que se le pueden
dar sin que se d'escomponga1~ en parte se1?aradas (género)'; en
términos más precisos: Dos su,perficies de dos caras pueden
ser relacionadas de una manera biunívoca S continua, o corno
ahora se dice, son homeomorjas cuando aquellos números ¡J. y
p sean respectivamente iguales en ambas. La demostración de
-ésto nos llevaría muy lejos; por ello, nos limitaremos a algunos
ejemplos que aclaren la significación de ,estos núm~ros ¡J. y p.

Sean, por ejemplo, una esfera, un toro'(anillo circular), y un
-dohle anillo representadQsesquemáticamente en la figura 75.
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Todas estas superficies son cerradas y carecen, por tanto, de
bordes, luego [Jo=O para las tres. La esfera queda descom­
puesta por cualquier curva cerrada dibujada en ella, en dos
partes separadas, luego en la esfera es p.=O. En el anillo en
cambio se. puede trazar un meridiano sin descomponer la su­
perficie en dos partes, 'pero una vez trazado el meridiano, si se
traza otra sección, la divide en dos partes; así, pues, p= 1. En
el doble anillo se pueden trazar las dos curvas meridianas L

1

y L 2 sin romper la conexión de la superficie, luego :/J.='2.
Es fácil ver que añadiendo anillos se puede llegar a obte­

ner una superficie para la cual p tenga un valor previa y arbi­
trariamente fijado. ·Para que [Jo alcance un valor.ríado basta ha-

, \ .
cer pequeños agujeros, con lo cual se obtiene el número que

Figura 76 Figura 77

se quiera de bordes. De este modo se pueden' obtener suprfi­
cies ton p y [Jo iguales a números prefijados, las cuales son
homeornorfas con todas las que tienen los mismos valores de p
y [Jo, aun cuándo la apariencia de unas y otras sea completa­
mente distinta.

Riemann ha ideado, para clasificar estas superficies, el con­
cepto de conexián, designando como grado de la conexión al
número '2 p+ [Jo, y a las superficies de esta condición las llama
(2 p+ [Jo) simplemente. conexas, así, dice que una superficie es
simplemente conexa cuando 2 P+ [Jo = 1, para lo cual basta que
sea p=O Y [Jo == 1. Un ejemplo es la esfera. con un- agujero que
ensanchando éste de una manera continua puede transformar en
un disco circular (fig. 76).

Riernann introdujo también el concepto de corte (Quersch­
nitt) aplicada a toda sección trazada desde un punto de un bor­
de a otro, siendo naturalmente preciso para que puedan trazar­
se, que la superficie tengan bordes, es decir, que [Jo>O. Todo
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corte disminuye en una unidad el grado de conexión, de tai
modo que,§,una superficie con¡J.>O queda' coneeriida enl simple­
mente conexa por medio de 2 p+¡J.-1 cortes. Así, por ejemplo,
si en un anillo (fig. 77) con un agujero (P'=[J.=l), se traza un
corte ql entre los bordes de éste, y otro q2 que empiece y ter­
mine en el qp el grado de conexión de la superficie queda re­
ducido de 2.1+1=3 a 1.

En 10 que se refiere a bibliografía de Análisis süus, debe
citarse canta exposición que comprende no sólo las superficies,
sino cualesquiera otras figuras, el artículo de NI. Dehm. y P.
Heegard en la Enzyklopadie der mathematlschen. Wissensecha]­
ten (III AB3), que tiene el defecto de ser demasiado abstracto.
Es de desear una exposición más fácilmente accesible a los prin­
cipiantes, a quienes debe COmenzarse por mostrar ejemplos sen­
cillos, antes de hacerles entrar -en el campo de las ideasge­
nerales.

El Analisis süus desempeña un importante papel en- la Físi­
ca, especialmente en la teoría del potencial. En' la Matemática
elemental está representado por el teorema de Euler, que como
es sabido, dice que en todo poliedro ordinario que tenga e ca­
ras, A aristas y V -oértices, se v.er.ifica la relación:

Si el poliedro se deforma de un modo arbitrario pero con­
tinuo, los tres números permanece!?, constantes, de modo que
la ecuación subsiste. Los tres .núrneros C, V Y A pueden consi­
derarse como número de caras, vértices y aristas de una des­
composición arbitraria de la esfera o de una superficie homeornor- ­
fa con ella, en la cual cada parte sea simplemente conexa.

El teorema puede.general izarse para superficies de cualquier
género diciendo que si una superficie se dioide por m~dio de
A líneas en e_ P.o.,rciones simplemente conexas, con V vértices
entre todas, se verifica que

C+ V=A +2-2p

si es p el má...ximo I/J;úmero de cortes que se puede dar a la su­
perficie, sin descomponerla.

El lector puede intentar por sí mismo, la demostración de
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este teorema, que por otra parte puede encontrarse en el citado
trabajo de M. Denn: y P. Meegard; naturalrnentevexjsten otras
muchas generalizaciones de este teorema.

Con esto, terminamos 10 relativo a las transformaciones pun­
tuales, en general, y vamos a ver ahora, también de manera
rápida, algo acerca de las transformaciones que hacen corres­
ponder a los puntos elementos geométricos de otra especie.

IV. Transformaciones con cambio de los elementos espaciales

1. Transjormaciones correiatioas:

Como primera clase de estas correspondencias con cambio
de naturaleza en los elementos homólogos figuran las que hacen
corresponder punto a recta en el espacio de dos dimensiones, y
punto a plano en el de tres. En .este estudio nos limitaremos
exclusivamente a las primeras, adoptando el método de exposi­
ciónempleado por Plúcker en sus ya citados Estudios analítico­
geom étricos.

La idea fundamental eS,como ya en otro lugar indicamos,
tonsiderar las constantes u y v de la ecuación

utX+v)'.=l (1)

como coordenadas de la recta' representada por ella, y operar
con estas coordenadas del mismo 'modo que con las de puntos,

. estableciendo así una nueva Geometría arialitica paralela con la
primitiva. Por ejemplo ; a la curva lugar geométrico de los pun­
tos representados por la ecuación f(x, y)=O, le corresponde la
curva emioleerüe de' las rectas representadas por la. ecuación
g(u, v)=O. Para estudiarila transformación correlativa, tome­
mOS dos planos P y P', y en este último, coordenadasx',y'
de puntos, ligados a las u, v, de rectas del plano P, por las
ecuaciones

u=rp(x', y'), v'=x (x', y') (2)

De este modo, a cada punto (x', y) de P' le corresponde en
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P una recta, cuya ecuación se obtiene sustituyendo estos valo­
res en la (1).

1.0 El ejemplo más sencillo de una transformación de esta
índole, está dado por las ecuaciones:

.w.=x', v=y' (3)

por medio de las cuales, el punto (x', y') del plano P' se trans­
forma en la recta

x'x.+y'y=l (3')

del plano P.
Si imaginarnos los planos P y P' superpuestos de modo que

coincidan los ejes .de coordenadas de ambos, la recta (3') es la
polar del punto (x', y') respecto de la circunferencia x2,,+ y2,=1,
trazada con un radio igual a la unidad y el origen como centro.

pr~y'1 g41-,-- _
,,,,,

\

Figura 78

La transformación de que nos ocu.pamos, no es, plues, otra
cosa que la conocida polaridad respecto de la circunferencia
(figura 78).

Para definir la transformación, no son precisas las dos ecua­
ciones (3), sino que basta con la (3') que determina la rec­
ta homóloga de cada punto (x', y'). Como esta ecuación es si­
métrica, los dos planos P y P' desem.peñan el mismo papel en
la 'transiormacion ; es decir,. que a cada punto de P debe co­
rresponder también una recta en P' y como los dos planos
están superpuestos, a un punto cualquiera le debe correspon­
der la misma recta, ya se considere como perteneciente a uno
o a otro plano.



~ 146 ~

La transformación se llama correlativa en atención a la pri­
mera de estas dos propiedades, y recíproca a causa de la segun­
da. Esta reciprocidad permite suprimir la distinción entre los
dos planos y hablar de polo y polar situados en un plano
único.

En cuanto a otras propiedades de esta transformación, li­
mitémonos a' observar que a una curva del plano P'; descrita
por el punto (x', y'), corresponde la línea del plano P, envuel­
ta por las rectas (u, v).

2.° Del mismo modo que en la colineación, se puede ob­
tener la transformación correlativa general, igualando u y v a
funciones lineales de x', y' con el mismo denominador :

u,=

v=

al x' -+- b1 y' -+- Cl

a3 x' -+- bs y' + Cs

a2 x' -+- b2 y' -+- C2

a3 x' -+- b3 y' + C3

(4}

Sustituyendo estos valores en (1) y multiplicando por el de­
nominador común, se obtiene, gracias a la arbitrariedad de los
nueve coeficientes al! ... , ba la ecuación más genera], lineal, tanto
respecto de x, y como de x', y'

Recíprocamente: ttna ecuaciáw «bilineal» de ~sta forma re­

p'resenta wna transformación> correlativa. entre ,los planos P y P'.
puesto que fijado un punto, o sea un par de coordenadas en
uno de los planos, la ecuación es lineal respecto de las otras
dos, luego representa en el segundo plano una recta, homólo­
ga del punto dado.

3.° Esta correspondencia será también recíproca, en el sen­
tido antes indicado, únicamente en el caso de que cada dos
términos simétricos de la ecuación. (4') tengan el mismo coefi­
ciente; es decir, cuando pueda escribirse en la forma:

A xx' -+-B (xy' +yx') +e yy'+ D (x-+-x') + E(y +y')+Ji = o (5)
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La transformación que esta ecuación define, no es otra cosa
que la polaridad respecto de la cónica:

Toda polaridad respecto de una cónica, es una correspon­
dencia correlativa y recíproca.

Generalizando estas correspondencias, se llega a otras muy
importantes, las llamadas transformaciones de contacto.

2. Transformaciones de contacto.

Estas transformaciones, así llamadas por SOPhllS Lie, se ob­
tienen utilizando en lugar de la ecuación bilineal (4'), una de

O
,. e
\ .
\

\
\

f(\,
",

Figura 79

grado superior arbitrario, que, naturalmente, satisfaga a las
condiciones precisas de continuidad

o (x, y, x', y')=O (1)

Esta ecuacion fué llamada directriz por Plücker, a quien se
debe el estudio que a continuación exponemos.

Fijado un par de valores para x e y, queda determinado un
punto P del plano", (fig. 79), al cual.corresponde en el ",' la cur­
va C' representada por la ecuación O == O después de sustituí­
dos en ella los valores fijos de x e y, que hemos tomado.

Si el punto que se toma es el P' (x', y') del plano ",', fijos
los valores de Xi e y', la ecuación 0=0 tiene por variables las
x e y, y representa una curva e del plano", que necesariamente
ha de pasar por el primer punto P. Con esto queda establecí-



- 148·-

da una correspondencia entre los puntos P del plano 71: y las
OQ2 curvas C' del plano 71:' por una parte, y entre los puntos P'
y las infinitas curvas e por otra. Si el punto P se mueve sobre
el plano 71:, a cada una de sus posiciones le corresponde una
curva C' y el conjunto de todas ellas envuelve una nueva cwy­
va K', que puede considerarse como homóloga de la K des-
crita por el punto P. .

De este modo queda definida, mediante la ecuación 0=0,
una transformación del plano 71: en el 7t", tal que a cada curva
del primero, corresponde otra en el segundo.

Para seguir analiticamenie estas consideraciones, imagine­
mos sustituída la curva K por un polígono rectilíneo de lados
muy pequeños, corno para facilitar la intuición se acostumbra

p

~P,
¡J

P'

5fJ\'
Figura 80

hacer en el Cálculo diferencial y .veamos qué figura correspon­
de a uno de tales polígonos, efectuando al mismo tiempo siem­
pre el obligado paso al límite, lo cual quiere decir que al ha­
blar de un lado del polígono nos referimos al llamado elemento
lineal, conjunto de un punto P y la dirección de su movimiento
(dirección de la tangente a K en P). Tornemos ahora en esta di­
rección de P un punto PI (fig. 80) de coordenadas x+dx, y.+dy,

siendo dx, dy infinitésimos arbitrarios, pero tales que dy con-
dx

serve el valor p que caracteriza la dirección ·dada. Al punto P
corresponde en 71: ' la curva C', cuya ecuación es

O (x, y; x', y·')=O

en la que x', y' son las coordenadas variables; al punto PI co­
rresponde la línea C' 1 de ecuación

ü(x+dx, y+dy; x', y')=O
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que desarrollando respecto de dxy dy, y considerando solamen­
te los términos lineales, da:

Q(x,y¡
8 Q 8 Q

x', y') +- d o: + - dy =0
8x 8y

De estas dos ecuaciones se deducen las coordenadas x' e y
del punto A' de intersección de C' y C' 1 que en el límite es el de

contacto de C' con la envolvente K'.' Como hemos puesto p= ~y-
.' dx

las dos ecuaciones pueden sustituirse por

(2)

C' Y C l tienen común en el punto ]Y, en el límite, la tangente
dy'

cuya dirección está dada por el valor t/>
d ic'

Esta tangente que es también la de la envolvente K' en el
punto P', está determinada por la ecuación, deducida de la
00=0 :

8 Q r 8 Q r
-- ·dx +--dy = 0,
8x' 8 y'

que puede escribirse en la forma:

8Q , 8Q '-O
8,T d,P-.x y ,

(3)

Dado, pues, un punto P en la curva K, y la dirección p de
la tangente en dicho punto, por medio de las ecuaciones (2) y
(3) se obtiene el punto P' homólogo en K' y la dirección P' de
la tangente a K' en P'. Por consiguiente, la transformación há­
ce corresponder a todo elemento de línea (x, y, p) del plano 71',

otro (x', y' p') en el plano 71".

Repitiendo estas consideraciones, para todos los lados del
polígono aproximado a la curva K, y, por tanto, a los elernen-
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tos lineales de ésta, se obtiene como homólogo en P' otro po~

lígono aproximado a la curva K' y los elementos lineales de ésta.
Así, pues, cuando x, y, p toman los valores de las coordena:
das y de la dirección de la tangente en todos los puntos de K,
las ecuaciones (2) en x' e y' representan la curva K' homáioga
de la K (fig. 81).

..

If'

Figura 81

Si dos curvas de " son tangentes, tienen un elemento li­
neal común, luego sus homólogas habrán de tenerlo también y
ser, por lo tanto, tangentes. El contacto de dos curvas es, p.ues,
una p.ropiedad invariante en la transformación, razón por la
cual, Soph.u« Lie (*), iniciador de esta teoría, ha llamado trans­
formaciones de contacto a las de esta índole.

U na vez dicho esto acerca de las transformaciones en las
cuales los elementos homólogos son de naturalezas distintas,
veamos algunos ejemplos de cómo pueden ser aplicadas.

3. Algunosejemrplos.

Comencemos por tratar de las transformaciones correlativas
y del papel que representan en la teoría de la forma de las cur­
vas GJlgebraicas y vamos a ver cómo varían formas típicas de
curvas en transformaciones correlativas, por ejemplo, en la po­
laridad respecto de una cónica, limitándonos, naturalmente, a
considerar unos muy pocos casos característicos.

(*) Soph.us Líe u. Scheffers. «Geornetrie der Berührungstransforrnatio­
nen». Bd. 1. Leipzig, 1896. Del segundo tomo sólo se han publicado los
tres primeros capítulos, Math. Ann. tomo 59, 1904.
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Sea la curva de tercer orden del tipo de la representada en
la figura 82, que tiene una asíntota y puede ser cortada por una
recta en uno o tres puntos reales. Esta curva puede convertirse
en otra con tres asíntotas, por medio de. una transformación
proyectiva que haga corresponder a una de las rectas que la

Figura 82 Figura 83

cortan en tres puntos, la del infinito del plano. En uno y otro
,caso, la curva tiene tres puntos de inflexión reales y alineados.
Por medio de una transformación correlativa, se obtiene una
curua de tercera clase, a la cual se pueden trazar por cada pun- .
to exterior una O tres tangentes reales. Los tres puntos de in­
flexión de la CUrva primitiva tienen por homólogos en la trans­
formada, tres de retroceso, y a la propiedad de estar aquéllos

Figura 84

en línea recta, corresponde la de que las tangentes en los tres
puntos de retroceso pasan por un punto (fig. 83). Cosas análo­
gas pueden decirse de las curuas de cuarto orden y cuarta Clase.
Ü na curva de cuarto orden puede afectar la forma de un óvalo
.con una concavidad y aun con dos, tres o cuatro (fig. 84).
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En el primer caso, la curva tiene dos puntos de inflexión y una
tangente doble y en los demás casos el número de estos elemen­
tos aumenta hasta llegar a ocho puntos de inflexión y cuatro
tangentes dobles. Al efectuar la correlación, como a una tangen­
te doble corresponde un pu.nto doble, se obtienen tipos de cur­
vas de cuarta clase, con un número variable de dos .a ocho pun­
tos de retroceso y de una a cuatro tan.genies d10b les (fig. 85). El
examen de las formas que pueden tener las curvas algebraicas
tiene un gran atractivo y en él deben ejercitarse los alumnos;
nosotros hemos de conformarnos en esta exposición con lo dicho,
que es suficiente para ver cómo las transformaciones correlati­
vas, partiendo de una misma ley, conducen a figuras que, a pri­
mera vista, no pueden sea más diferentes.

Figura 85

6Hablemos ahora de ~as aplicaciones de la teoría de las irans­
[ormaciones de contacto, que nos muestra un interesante ejemplo
de que su idea, como la mayor parte de las ideas teóricas real­
mente felices, encuentra en la práctica un vasto campo de aplica­
ción, de tal manera que antes de la elaboración teórica ya habían
sido prácticamente manejadas. Al decir esto, pensamos ahora,
concretamente, en la ya antigua teoría de [as ruedas dentadas, la
cual constituye un capítulo especial en la Cinemática, de la teo­
ría de los mecanismos, de gran importancia en la técnica. En la
Cinemática se estudian también los mecanismos, de que otras ve­
ces hemos hablado, para movimientos rectilíneos.

Claro es que de ésta como de otras disciplinas científicas,'
sólo podemos mostrar en este curso algunos ejemplos sencillos
que den idea de su fin y de su importancia y provoquen el deseo
de acudir a los tratados especiales; para orientación general res­
pecto a la Cinemática es recomendable el artículo de A. Schoen-
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flies (IV, 3) en la Enciclopedia, en el que figura una abundante
bibliografía.

El problema de la construcción de las ruedas dentadas es el
de transmitir el movimiento uniforme de una rueda a otra y como
al hacerlo también se transportan fuerzas, no basta hacer rodar
la una sobre la otra (fig. 86), sino que hay que dotarlas de dientes
de tal modo que engranen, es decir, los salientes de la una enca­
jen en los entrantes de la otra. El problema, es pues, el de encon­
trar la forma de los perfiles die estos dientes, tal que una rota­
ción uniform:e de una rueda produzcal una rotación también uni­
forme de la otra, problema también interesante desde el punto de
vista geométrico. La parte más importante de la solución es la

Figura 86 Figura 87

siguiente: Los dientes de una rueda pueden ser escogidos de
manera arbitraria, con las naturales restricciones, impuestas por la
realización práctica, de que no tengan contacto unos con otros, y
los dientes de la seguruia rueda están com-pletamente determina­
dos por los de la primera de los cuales se deducen mediante una
tra>nsformación de contacto, que se fija de una vez para siempre.

Nos limitaremos a explicar la significación de este teorema sin
demostrarlo. La primera rueda R u se puede suponer fija, en
cuyo caso la otra R 2 , se mueve alrededor de ella, describiendo
cada uno de sus puntos una epicicloide (fig. 87), que será natural
si el punto considerado está en la circunferencia R 2 Y acortada o
alargada si se supone, respectivamente, dentro o fuera de dicha
circunferencia. De este modo, a cada punto del plano movible R 2 ,

corresponde en el fijo R; una determinada curva, y la ecuación
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de esta correspondencia define una transformación de contacto,
característica de las ruedas dentadas.

, Finalmente, veamos la aplicación que este principio teórico
puede tener en la práctica. Supongamos, por ejemplo, que los
dientes de R 2 sean puntos, o mejor dicho, pequeños círculos,
ya que los puntos serían incapaces de transmitir fuerza al~

guna. Cada uno de estos círculos, tiene por homóloga en la
transformación de contacto, una curva que difiere muy poco

Figura ~8 Figura 89

de una epicicloide, puesto que es paralela a ella a una distan­
cia igual al radio del círculo. Los dientes circulares deben rodar
sobre dicha curva, luego ésta constituye el perfil que hay que
dar a los dientes de R 1 para que se adapten exactamente a los
que hemos supuesto en R 2 •

Otros engranajes muy frecuentes son los de dientes cuyos
perfiles son arcos de.evolv,entes de círculo o de cicloides (fig. 89).
(En la colección de Schilling, hay modelos de todos ellos.)

V. Teoría geométrica de los elementos imaginarios

La teoría de las imaginarias procede, .como es sabido, del
Análisis, dentro del cual ha adquirido gran desarrollo, princi­
palmente, en la teoría de funciones de variable compleja. En
la Geometría analítica, se comenzó por admitir valores comple­
jos x=xI +ix2 , Y===Yl +iY2 para las variables x e y, obteniendo
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así puntos complejos, aunque sin darles por el momento ninguna
interpretación geométrica propiamente dicha.

La utilidad de esta generalización, consiste en evitar los
casos singulares que se producen limitándose a la considera­
ción de variables reales, y la consiguiente posibilidad de enun­
ciar teoremas generales sin excepción alguna. Se obtienen,
pues, las mismas ventajas que con la introducción en Geome­
tría de los puntos y rectas del infinito. En uno y otro caso se
hace lo que se llama «adjunción de puntos impropios)) a los
puntos propios, de noción intuitiva general.

Vamos a efectuar simultáneamente ambas adjunciones. Para
ello tomemos coordenadas homogéneas, para las cuales se ad­
mitan también valores complejos, y pongamos

x : y : 1=~: "IJ : 't

si nos limitamos al plano, y excluyendo el sistema de valores
0, 0, O. Consideremos, a modo de ejemplo, la ecuación cuadrá­

tica homogénea

(1)

Llamaremos curva de segundo orden, al conjunto de los pun­

tos (propios o del infinito) qu,e representan todos los sistemas
de valores ~, 'r" r, reales o coni,plejos, que satisfacen a la ecua_

ción. También se acostumbra llamar cónicas a estas curvas,
denominación que fácilmente confunde a los no habituados a
operar con elementos imaginarios, pues puede llegar a ocu­
rrir que una curva definida del modo indicado, carezca en ab­
soluto de puntos reales.

Combinemos ahora la (1) con una ecuación lineal

(2)

que puede considerarse, análogamente, como definición de una
curva de primer orden, o sea, de una recta.
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Ambas ecuaciones (1) y (2) tienen dos ternas de soluciones
comunes, lo cual quiere decir que una línea de primer orden y
una de segundo, se «coriasisi en dos puntos que pueden ser rea:
les o imaginarios, propios o del infinito, distintos O confundi~

dos en uno. Es claro que existen casos de degeneración, que dan
origen 'a excepciones de este teorema. Así, si el primer miem­
bro de (1) se descompone en dos factores lineales y uno de ellos
es idéntico al primer miembro de (2), es decir, si la línea de se­
gundo orden es un «par de rectas» y la (2) es una de ellas, todo

. punto de (2) es común a la línea de segundo orden y a la recta
considerada.

Este caso singular se presenta cuando la ecuación cuadráti­
ca que procede de la eliminación de una variable entre las dos
dadas, tiene sus coeficientes nulos.

Si los primeros miembros de ambas ecuaciones o de una sola
I

de ellas son idénticamente nulos, se obtienen otros casos de de-
generación, pero de todos estos, cama de otros, igualmente tri­
viales, prescindiremos en lo sucesivo, ocupándonos sólo del caso
general. Entonces podemos', por ejemplo, decir cuando considere­
mos dos curvas de segundo orden, que siem.pre tienen cuatro
puntos comunes.

Tomando coordenadas homogéneas 'en el espacio

x : y : z : 1 == ~ : "f) : .~ : 't

prescindiendo también del sistema O: O: O: O y admitiendo que
pueden tomar valores complejos, se definen. las superficies de
primero o de segundo orden como conjunto de los puntos deter­
minados por las soluciones de una ecuación homogénea lineal
o cuadrática, respectivamente. También se puede demostrar
fácilmente que aparte excepciones triviales, un. plano corta a una
superficie de segundo ordl'3n según una canica, y que dos su­
perfici~s de segundo orden tienen común una cur-va alabeada de
euarto orden, que a SIl vez tiene cuatro puntos comunes con todo

plano.

Poncelet aplicó ya en 1822 estas ideas en su «Traüé des
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proprietés proyectives des figures» a la circunferencia y a la es­
fera, pero sin usar coordenadas homogéneas, sino sirviéndose de
un fuerte sentido de la continuidad geométrica. Para dar a co­
nocer los resultados que obtuvo, partiremos de la ecuación de

la circunferencia:

que en coordenadas homogéneas es

La intersección con la recta del infinito, 1:=0, está dada por
las ecuaciones:

que son independientes de las constantes a, b¡ r, que caracteri­
zan cada circunferencia en particular. Todas las circunferencias

del plano cortan, pues, a la recta del infinito en los mismos

puntos:

~:"t)=±i, 1:=0

que se llaman puntos circulares (imaginarios) del plano.

Análogamente se puede deducir que todas las esferas del

espacio cortan al plano del infinito en una misma cu·rva ima:
gmana

que se denomina curva esférica (imaginaria).

Recíprocamente: torJ'a curva de segundo orden que pase por

los puntos circulares de un plano, es una circunferencia, y toda

superficie dz segundo orden que corte al plano del infinito en
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la curva esférica, es una esfera, de modo que se tienen así pro­
piedades características del círculo y de la esfera.

Deliberadamente,' no hemos dicho puntos circulares o curva
esférica del infinito, porque su distancia al origen de coorde­
nadas, no es corno pudiera creerse infinita (*), sino indetermi­

nada, puesto que tiene la forma:

o
O

Lo mismo ocurre con la distancia a cualquier punto que no
sea el origen. Este resultado sorprendente, procede de que he­
mos impuesto a los puntos circulares dos condiciones en apa­
riencia contradictorias, a saber: la de distar r de un punto pro­
pio (por estar en la circunferencia de radio r) yla de estar infi­
nitamente alejados de él; paradoja que las fórmulas analíticas
no pueden expresar más que por medio de la indeterminación.

La consideración de los puntos circulares y de la curva es­
férica impropia, permiten incluir la teoría de la circunferencia
y de la esfera en la general de las curvas y superficies de

segundo orden, mientras que en el estudio más elemental es
preciso considerar una porción de casos particulares. Así en
la Geometría analítica elemental se ~abla siempre sólo de dos
puntos de intersección de dos circunferencias, porque la elimi­
nación de una variable entre sus ecuaciones conduce a una
ecuación que sólo es de segundo grado. Ahora bien, como, según
lo dicho, las dos circunferencias también tienen COmunes los pun­
tos circulares del plano, no considerados en Geometría elemen­
tal, resulta que ambas circunferencias tienen cuairo puntos de

(*) La sutileza de lenguaje del autor de no llamar del infinito a elemen­
tos del plano del infinito, obedece a que, como es costumbre frecuente en
autores alemanes, habla ordinariamente de elementos «alejados infinita­
mente» y en tal sentido la observación es, como era natural, muy justa y
oportuna. No parece ya necesaria en castellano, porque siempre se habla
de elementos del infinito y, afortunadamente, sólo muy raras veces de
elementos «a distancia infinita». (N. del T.)
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intersección, como dice el teorema general antes enunciado so­
bre las curvas de segundo orden. Análogamente, dos esferas
se cortan en una circunferencia, que en unión con la curva es­
férica impropia que todas tienen común, constituye una cu·rva
de cuarto orden.

En relación con esto, digamos algo acerca de la llamada
tramsjormacion. imaginaria, que no es otra cosa que una coli­
neacurn. con coeficientes complejos, qUB hace corresponderse pun­
tos imaginarios con puntos reales. Así, en el estudio de los pun­
tos circulares, se utiliza con ventaja la transformación

~'=ª,
,

"'C.='t',

que convierte la ecuacion ~2',+ T¡2= 0, en la ~'2~T¡'2 = 0, ,con lo
cual, los puntos circulares ~: '1)= ±i, ,,=0, se transforman ~n los
il'lipropios, pero reales, ~' : .,./ = ±1, ,,=0, que son los puntos del
infinito de las bisectrices del ángulo formado por los ejes
de coordenadas. Todas las circunferencias se transforman en
cónicas que pasan por estos dos puntos impropios; es de­
cir, en todas las hipérbolas equiláteras, cuyas .aséniotas son

poralelas a dichas bisectrices. Todos los teoremas sobre cir­
cunferencias se convierten en otros relativos a hipérbolas, lo
cual resulta conveniente a veces, sobre todo cuando se trata de
aplicar las mismas ideas al espacio.

Podrá caber la duda de si la teoría de los elementos imagi­
narios es susceptible de desarrollarse de un modo puramente geo­
métrico. Efectivamente, esto ha tardado bastante tiempo en con­
seguirse, pues ni Poncelet ni Steiner llegaron a tener una idea
clara de la significación geométrica de las expresiones imagi­
narias, siendo Staudt. el primero que resolvió completamente el
problema en sus obras Geomeirie der Lage (*) y Beuriigen. zur

Geomeirie der Lage (**) y de sus ideas vamos a decir algo,
advirtiendo que estos libros de Staudt son de lectura muy difi­
cil, porque sus teorías están expuestas sin utilizar fórmulas y

(*) Nurenberg, 1846.
(**) Nurenberg, 1856-1860.

I
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sin hacer el menor llamamiento a la intuición, sino en forma
puramente deductiva. Más cómodamente comprensiva es siem­
pre la exposición genética, que sigue el. camino que probable­
mente llevó al autor al extremo de su concepción.

Las dos obras de Van Staudt corresponden a dos diferentes
grados de desarrollo de su teoría. En la de 1846 se estudian .las
formas de segundo grado con coeficientes reales, y decimos for­
mas para abstraer la idea del número de dimensiones (recta,
plano o espacio). Sea en primer lugar una CUr7Ja de segundo
orden; es decir, una ecuación cuadrática, homogénea, de tres
variables y con coeficientes reales:

Desde el punto de vista analítico es completamente indife­
rente que esta ecuación tenga o no soluciones reales, es decir,
que la línea de segundo orden tenga una rama real o sólo pun­
tos imaginarios. La cuestión es ver de qué manera intuitiva
puede concebir el geómetra puro la curva en este segundo caso,
de qué medios geométricos- puede servirse para definirla. Lo
mismo ocurre en el espacio de una dimensión, cuando se corta
la curva por una recta cualquiera, por ejemplo, el eje x ("IJ = O).
La intersección está dada por la ecuación con coeficientes reales:

y se trata de encontrar una interpretación geométrica válida
para el caso de raícescomplejas.

La idea de Staudt consiste en sustituir la curva de segundo
orden por el sistema polar que le corresponde, del cual hemos
hablado anteriormente (pág. 147), es decir, una transformación
correlativa recíproca, definida por la ecuación:

Por ser reales los coeficientes, ésta es una relación real, en
la que a cada punto real corresponde una recta también real,
sea o no real la curva misma. Pero esta polaridad determina
completamente la curva corno conjunto de todos los puntos que
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están sobre su polar, puntos que pueden existir efectivamente
o no, es decir, pueden ser reales o imaginarios, pero en todo,
caso, el sistema polar constituye siempre una representación real
de la curVa de segundo orden. definida por la ecuación, que pue­
de utilizarse en lugar de la curva.

Cortando por el eje x, para 10 cual basta hacer 1) = 1)' = 0, se
obtiene una transformación definida por:

que hace corresponder entre sí cada dos puntos del eje. Los pun­
tos de intersección del eje x con la curva son los homólogos de
sí mis~os en esta correspondencia, puntos que se llaman dobles

!/'

o de coincidencia y pueden ser reales o imaginarios y la corres­
pondencia que los define es siempre una representación real de
los mismos.

Los pares ( ; ,;:) re~íproc~mente homólogos, o que, como

también Se dice, se corresponden doblemente en esta polaridad,
se dice, utilizando la denominación ya usada en le sígloxvIÍ
por Desargues, que son pares de puntos de wna «inoolücion»,
y se distinguen dos especies principales, según que los puntos'
dobles sean reales o imaginarios, y un caso límite intermedio;
en el cual coinciden los dos puntos. Lo fundamental aquí es la
involución; .que tenga o no puntos dobles es ya cosa secun-'
daria.

11
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Con estas consideraciones que evidentemente pueden gene­
ralizarse para el espacio, no se ha interpretado el imaginaris­

.mo, pero queda establecido, en 10 que concierne a las 'formas.
de segundo orden, un 'criterio independiente de la distinción en­
tre real o imaginario, Toda forma de segundo orden esta, repre­
sentada por Uin sistema polar real, con el que puede operarse
geométricamente lo mismo que se opera analíticamente con las
ecuaciones reales de la forma.

Un ejem¡plo aclarará más esto. Imaginemos dada una curva
de segundo orden, es decir, un sistema polar y agreguémosle
una recta. Para la intuición inmediata sería preciso considerar'
muchos casos distintos posibles, según que la curva tenga o no­
puntos reales, y si los tiene, según que la recta la corte o no ..

-­e:----

I:i¡:(ura 91

Pero en todos los casos, el sistema polar plano determina sobre­
la recta (fig. 91), un sistema polar lineal, es decir, una involu­
ción: a cada punto P de g corresponde en el primero una polar
r, la cual corta a g en un punto P', y los dos puntos (P, P)
describen la involución de que hablamos; después se podrá in­
vestigar si tiene puntos dobles reales ° no. Hemos llegado así
por vía geométrica al mismo resultado que antes utilizando ecua­
ciones.

Apliquemos estas consideraciones al caso de los puntos circu­
lares y de la curua esférica. Habíamos dicho que dos circunfe­
rencias cualesquiera cortan a la recta del infinito de su plano en
los mismos puntos (puntos circulares); -pues esto equivale geo­
métricamente a decir que los' sistemas -polares de ambas, deter­
minan una misma in.volución en la recta del infinito. En efecto,
la polar p'1 de un punto P del infinito respecto a una de las cir­
cunferencias, es la recta que une los puntos de contacto de las.
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dos tangentes de dirección P, o sea, el diámetro perpendicular
a dicha dirección (fig. 92). Lo mismo ocurre en la otra circun­
ferencia, de modo que ambas polares p'1 Y P'2' son paralelas,
es decir, cortan a la recta del infinito en un mismo punto P'.
Resulta, pues, que los sistemas polares de todas las fircunfe­
rencias determinan en fa recta del infinito del plano la misma
polaridad, que recibe el nombre de (~involucion ah soluia» y cada
par de puntos homologas en ella, se proyecta desde un' punto
propio cualquiera según dos rectas perpendiculares entre sí.

P'
~

.... ~
I I

Figura 92

Para traducir analíticamente estas propiedades, partiremos
de la ecuación de la circunferencia :

o sea,

El sistema polar correspondiente está representado por

y haciendo en esta ecuación ,:::=,',:::=0, se obtiene la corresponden­
cia buscada sobre la recta del infinito:

~~' +Y)1)':::= 0,

Estas ecuaciones resultan,' como se ve, independientes de las
constantes a, b, r, que caracterizaban la circunferencia prirniti-
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va. Además la primera indica que las dos rectas que unen cual­
quier punto con los (~, 'r¡, O) Y (~', '1)', O) son perpendiculares
entre sí, resultado que coincide con el que geométricamente
hemos obtenido.

Procediendo del mismo modo en el espacio, resulta que los
sistemas' polares correspondientes a dos esferas, definen en el
plano del infinito un sistema polar absoluto, representado por
las ecuaciones:

~~' +r¡r¡' +~~' = O, ,;=0, ,;'=0

que nos dicen que las direcciones ~: '1] : ~ y ~': r¡' : ( SBn per­
pendiculares entre sí, de modo que a cada punto P del infinito,
le corresponde la recta del infinito de los planas perpendiculares
a la dirección P.

En' este primer estudio hecho por Staudt, más bien se sos­
laya que se acomete directamente la interpretación geométrica
de los elementos imaginarios, siendo preciso acudir al segundo
de los libros citados anteriormente, Beüriigen. zur Geomeirie
der 'Lage, -de 1856-1860, para encontrar una representación geo­
métrica efectiva de los puntos, rectas y planos imaginarios. El
proceso para llegar a ella, está expuesto en la obra de. Staudt
de un modo demasiado abstracto y difícilmente comprensible,
razón por la cual adoptaremos el procedimiento analítico usado
por Stolz ('k). Stolz, que en aquella época estaba conmigo en
Gotinga, había leído las obras de Staudt, cosa que nunca ha­
bía logrado yo por completo. De él aprendí yo entorrces, en con­
versaciones, lo mucho interesante también en otros aspectos que
hay en aquellas obras, y sobre lo cual he trabajado después en
muchas ocasiones. En lo que sigue, quisiera hacer resaltar sólo
las líneas fundamentales del proceso del razonamiento, sin de­
tenerme en examinar todas las particularidades posibles, y aun
así, limitándome a la consideración de las figuras planas.

Sea, en primer término, un punto imaginario P, definido
por las tres coordenadas complejas:

(1)

(,~) Die geometrische Bedeutung derkomplexen Elemente in der ana­
Iytischen Geometrie. Moth emaiische Annalen, tomo 4, página 416; 1871.
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Se trata de construir tina figura real que represente dicho
punto, con la condición de que sea invariante en todas las trans­
formaciones proyectivas reales. Esto se consigue de la manera
siguiente: .

1.0 Considerando los puntos reales PI Y P 2 que tienen res­
pectivamente como coordenadas las partes reales y los coeficien-. . . ... 1
tes de i, de las coordenadas de P

(1 a)

Estos dos puntos tienen que ser distintos, es decir, no puede
ocurrir que ~1 : Y)1 : '1:"1'·= ~2 : '1)2: '1:"2 porque entonces ~: '1) : '1:" repre­
sentaría un punto real. P 1 Y P 2 determinan, pues, una recta cuya
ecuación es :

~ .t¡ ,
~1 YJl '1 =0 (2).

E2 '12 '2
y sobre dicha recta están, tanto un punto imaginario P, dado,
como su punto imaginario conjugado P, que tiene por coorde­
nadas,

(i)

las cuales satisfacen lo mismo que las (1) a la ecuación (2).
2.° El par de puntos P u P 2 , así construído no puede ser­

vir corno representante real del imaginario P, porque éste está
caracterizado solamente por las razones ~: '1) : '1:", mientras que
aquellos dependen de, cada uno de los valores particulares que
puedan tomar ~, Y) y '1:". Se obtiene, en efecto, el mismo punto P,
tornando en lugar de las coordenadas ~, '1), '1:", sus productos por
la constante compleja:

. que pueden escribirse así:

P~ = PItI - P2 ~2 + i (P2 ~1 + PI ~2) (

PYJ = PI"11 - P2 "12 + i (P2 YJl + Pi "12)

p, = PI '1 - P2 '2 + i (P2 '1 + PI '2)

-(3)
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,
de donde, separando las partes reales de las imaginarias, resul-
tan en vez de los puntos P ¡ y P2' otros puntos reales P' ¡ Y P' 2'

cuyas coordenadas son:

E'l : "'1'1: "1 = (p¡ El - P2E2) : (p¡ "'11 - P2 "'12) : (P1 '1 - P2 '2)

E'2: "'1'2: "2 = (b El+' P1 E2): (P2"'11 + P1 "'12) : (P2 '1 +P1 '2)
(3 a)

Considerando ahora el conjunto de todos los pares de pun­
tos correspondientes a todos los valores de P1' P2' en el que sólo
intervienen las razones ~: 7) : 't, es decir, el punto «geométri­
co» P, este conjunto será una representación de P que podrá
ser utilizada siempre. Además, su relación con P es, en efecto,
proyectiva, pues de cualquier manera que se transformen lineal-

. mente~, 7), r, la misma sustitución experimentarán, evidente­
mente, tanto ~"p .~I¡, re'v como ~/2' r;J 2 , -c'2-

• g
Pz

Figura 93

3.° Para estudiar la naturaleza geométrica de este conjunto
de pares de puntos, observemos en primer lugar, que cualquie­
ra que sea P, los puntos P'; y P'2 están en la recta P, P 2 , por­
que sus coordenadas satisfacen a la ecuación ('2). Dando ahora
a p¡ Y P2 todos los valores reales, P toma todos los valores com­
plejos posible, p'¡ recorre toda la recta y a cada una de sus
posiciones corresponde otra de P'2; por ejemplo, para p¡.=l,

P2 = O resulta el par P l' P2' De este modo, queda establecida
entre ambos puntos una correspondencia biunívoca, que se pone
más claramente de manifiesto haciendo:

~=-A.
P1

con lo cual se obtiene:
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4.° Estableciendo en la recta PI P 2 un sistema de abscisas,
las de cada uno de los puntos P'l' P'2' son funciones enteras, li-

1 d 1
' , ' , . . 1 '

nea es eos parámetros A1,=A Y A2=~ - respectivamente.
/..

La ecuación A'1 • A'2 =~1 entre ambos parámetros, es una re-.
lación bilineal y simétrica entre P' 1 Y P'2 la cual indica que
cada dos de estos puntos SOn homologas enu.na involución (pá­
gina 159 y página 147).

5.° Los puntos dobles de esta involución, es decir, hornólo-

d ' ' btienen haciend 1 "gas e S1 'ITl)SmOS, se o tienen acien o ):,=~ T ' o sea, 1\.= ±L

Ambos son, como se ve, imaginarios, siendo uno de ellos el P

-de que hemos partido, y elotro su conjugado P.
De este modo, el primer concepto de Staudt queda perfec­

cionado con la adopción, además del p,rimitivo punto P, de su
.conjugado, que completa con él la figura unidimensional de
segundo grado represeniadcs por una ecuación cuadrática de coe­
[icientes reales, y hemos construido como su representación real

Po'I P, Po,'

Figura 94

la involución correspondiente. Obsérvese que una involución
-cualquiera, de esta especie', está determinada cuando se dan dos
pares de puntos homólogos, tales como P l' P2 Y P' 1> P' 2; para
que la involución tenga imaginarios sus puntos dobles, es pre.,.
-ciso que ambos estén separados, es decir, que uno de los puntos
P' l' P'2 esté entre PI Y P 2 Y el otro fuera del segmento PI P 2'

6.° Para resolver completamente el problema que nos he~

mas propuesto, falta todavía encontrar una representación geo~

métrica de cada uno de los dos puntos im.aginarios conjuga­
-dos, independientemente del otro. Esto ha sido conseguido por
Staudt, en 1856, por una consideración sutilísima, Si se dan
a Avalores reales y crecientes de () a ooy de --00 a 0, el punto
P'1 de coordenadas ~1:+A~2: 'r.l+A'f)2: 't 1:+ A't2 recorre la recta
.g en un sentido determinado (fig. 94). Se ve fácilmente, que
-el mismo sentido se obtiene partiendo de otro punto cualquiera,
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cuyas coordenadas sean las de P multiplicadas por una cons,
tante arbitraria p, es decir, considerando el punto ~1'+ Al;' 2' ... ;
y que, además, en toda transformación proyectiva de P, elsenti­
do del punto representativo en la misma transformación depende
del antes determinado, Tenemos, pues, un convenio que satis­
face las condiciones propuestas, asociando de una vez parra siem­
pre este sentido del mxniimienio al punto primitivo' P, de cOor­

denadas ;1+ i ;2' ...
Como el punto imaginario conjugado P tiene las coordena­

das I;}+ i (~1;2)' ... , según 10 dicho, se le hace corresponder
en la recta g, el sentido del movimiento del punto 1;1 +A(-1;2)
para valores crecientes de A, que es precisamente el contrario al
anterior; y, por consiguiente, se ha logrado la diferenciación
buscada; dicho brevemente; queda establecida la distinción en­
tre +i y """':-i, mediante la de' los sentidos correspondientes en ia
recta a los valores reales de A.

Como resumen de las consideraciones precedentes se puede
enunciar. la siguiente regla; Para obtener la representación geo­
métrica, reGJI, unívoca e inuariante .en toda proyectividad~ del

punto imaginário 1;1+iI;2;"I)l +i'l)2; "1+i"2' se construyen los.
puntos' P 1(1;1 ; '1)1 : "1) y P 2(1;2 :'1)2 : "2)' y, sobre la recta que de­
terminan, la inmolucíán, en la cual. son homólogos los p.untos

y

y se le agrega el sentido del lltovimiento de P' 1 para »alores po­
sitivos y crecientes de A.

7.0 Sólo queda ya por ver que: recíprocamente, toda figura
real constituida por una recta, dos pares separados de puntos
sobre ella, P u P2 Y P'll P'2 (o lo que es lo mismo, unainvolu­
ción de puntos sin puntos dobles), así cOmO un sentido, repre­
senta un punto imaginario y sólo uno.



- 169-

Para demostrar esto, basta multiplicar las coordenadas de P 2

por un factor constante real que haga que las de

y

sean proporcionales, o lo que .es lo 'mismo, que los puntos dobles
de la involución dada tengan por coordenadas ~ ± i ~2' etc.

En cuanto al signo de A,que ·aun no está determinado, se
escoge de modo que el punto ~1 + A~2 : ''11 +)" ''12: "1 +)""2 se mue­
va al crecer A positivamente, en el mismo sentido que primiti­
vamente habíamos asignado ala involución. Fácilmente se

l"igura 95

ve también que a las mismas razones de coordenadas, es decir,
al mismo punto P, se llega partiendo de otro par de puntos de
la involución.

La representación de una recta imaginaria se consigue de
un modo análogo, por medio de un punto real »értice de un
haz de rectas, dos pares separados de éstas, esto es, una invo­
lución sin rectas dobles, y, [inalmente, un sentido determina­
do en que se recorre el haz (fig. 95).

La principal utilidad de estas interpretaciones consiste en.
poder representar por medio de figuras geométricas reales, to­
das las relaciones de posición posibles entre elementos COm­
plejos, o reales y complejos. Como ejemplo concreto, exami­
naremos lo que sign ifica que un punto P (real o imaginario)
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esté sobre una recta g (real o imaginaria). Hay que distinguir
cuatro casos:

1.0 Punto y recta reales;
2.° Punto 'real y recta imaginaria;
3.° Punto imaginario y recta real;
4.° Punto y recta .lmaginarios.

El primer caso no requiere aclaración especial alguna. En
el segundo, e] punto real debe estar también en la recta ima­
ginaria conjugada de la que se da; luego no puede ser otro que
el vértice del haz de rectas representativo de ambas. Lo mismo
ocurre en el caso tercero, en e] que la recta tiene que coincidir
con la base de la involución que representa el punto imagi­
nario.

El' último caso (fig. 96) es el más interesante. El punto
conjugado del que se da, debe estar en Iavrecra conjugada de

Figura 96

la primitiva, de modo que los pares de puntos homólogos de
la involución que representa al punto, tienen que estar sobre
los pares de rectas homólogas en la involución que representa
a la recta, es decir, las dos involucion,es, una de puntos y otra
de rectas, deben ser perspetivas y, además, Cama se ve inme­
diatamente, los sentidos deben también ser perspectf'l.los.

Añadiendo al conjunto de todos los puntos y rectas reales
del plano el formado por los elementos definidos por todas las
involuciones de rectas y puntos sin elementos dobles, con sus
sentidos puede desarrollarse toda la Geometría analítica del
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plano con coordenadas complejas. Para verlo bastará indicar,
a grandes trazos, cómo podrá construirse esta imagen real de
la Geometría compleja; lo haremos siguiendo el mismo orden
acostumbrado en la Geometría elemental.

1.0 Se comienza por establecer los axiomas de existencia de
los nuevos elementos, con cuya admisión se amplía el campo
de la Geometría ordinaria.

2.° Se sigue con los axw:m.as de enlace, que generalizan para
los nuevos elementos las propiedades de que dos puntos deier­
minan una recta y dos rectas determinan Un punto. También
aquí pueden distinguirse cuatro casos, siendo muy interesante
ver las construcciones reales con involuciones de puntos y rectas
a que dan lugar. .

3.° En cuanto a los axiomas de ordenación, se presentan
diferencias esenciales respecto de las que se establecen entre ele­
mentos reales exclusivamente, puesto que el conjunto de puntos

p

•. )(

Figur1l 97

reales y complejos de- una recta, constituye un continuo de dos
dimensiones. De todos es sabido, que en la teoría de funciones
el conjunto de valores de una variable compleja se representa por
el de puntos de un plano.

4.. 0 Se establecen los axiomas de continuidad, que permiten
representar los puntos complejos existentes en el entorno de
uno real P. Para ello se traza por este punto (o por otro pró­
ximo) una recta real; sobre la cual se toman dos. pares de pun­
tos:' PIP2 y P'IP'2' separados uno por el otro (fig.97) y de
modo que dos no homólogos PI Y P' 2 estén muy próximos entre
sí y al P. Haciendo ahora aproximarse PI Y P' 1 hasta que
coincidan, la involución degenera y el par de puntos imagina­
rios por ella representados coincide con PI y P'p es decir, se
convierte en un punto 'real del entorno de P.

El desarrollo de esta Geometría es mucho más enfadoso y
prolijo que el de la ordinaria de elementos reales, pero tarn-
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bién mucho más fructífero. Especialmente las formas algebrai­
¡:;GS, consideradas como conjunto de todos sus elementos reales
y complejos, se pueden estudiar intuitivamente por medio de su
representación geométrica, obteniéndose resultados como el teo­
rema fundamental de Algebra, o el teorema de Bézout, que dice
que dos curvas de órdenes 111 y n, respectivamente, tienen en
general'mn puntos comunes.

La aplicación de la representación geométrica de los ele­
mentos imaginarios que acabamos de estudiar, lleva 'en sí, a
pesar de sus ventajas teóricas, grandes complicaciones. Es pre­
ferible, por 10 tanto, conformarse con la posibilidad, en princi­
pio, de dicha representación, 'Y atenerse al punto de vista más
sencillo, de considerar como punto imaginario al conjunto de
dos coordenadas complejas. Esta interpretación es mucho más
ventajosa.

El primero que utilizó este concepto. de los elementos ima­
ginarios fué Poncelei, al cual siguieron después otros geóme­
tras franceses, sobre todo, Chasles Y Trarboux ; en Alemania,
Sophus Lie es el que ha trabajado más en este sentido, obte­
niendo magníficos resultados.


