CAPITULO 11

LAS TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

Este capitulo es uno de los més importantes de la ciencia
geométrica. Las transformaciones que en él vamos a estudiar,
presentan también un gran interés pedagdégico, porque en defi-
nitiva no son otra cosa que una generalizacién del concepto de
funcién, el cual constituye segtn las modernas tendencias, el
eje de la ensefianza 'matemadtica.

Conienzaremos por las tﬁms_formaciones puniuales que for-
man la clase més sencilla de las transformacione's"gebmétricas.

En ellas se considera el punto como elemento del espacio y,
luego, se hace corresponder a cada punto otro punto, mientras
que en otras transformaciones a los puntos corresponden otros
elementos, como rectas, planos, superficies esféricas, etc. Para
el estudio de estas transformaciones comenzaremos tratandolas
analiticamente, porque haciéndolo asi se pueden expresar con
mayor exactitud todas las relaciones. v

" La representacién analitica de una transformacién puntual,
es lo que en Anilisis se llama introduccidn de nuevas variables
%', ¥, &', que se dan como funciones de las antiguas x, v, z:

x'=~‘P('x, Y, 3)
y'=v, ¥, 3) )
g'=x(x, v, 3)

Este sistema de ecuaciones puede ser empleado en la Geomie-
tria de dos modos, que llamaremos respectivamente pasivo y ac-
tivo. El primero consiste en un cambio del sistema de coordena-
das, de tal modo que a cada punto de coordenadas x, vy, z, le co-
rresponden las nuevas coordenadas x', y’, 5. Hasta ahora he-
mos empleado este método solamente para el estudio de las
transformaciones del sistema de coordenadas rectangulares, pero



claro es que, empleando funciones generales o, ¥, @, se obten-
drian los pasog a otros sistemas de naturaleza diferente, como,
por ejemplo, coordenadas triangulares, polares, elipticas, etc.

El segundo modo (activo) de emplear las ecuaciones ante-
riores es considerar fijo el sistema de coordenadas, con.lo cual
a cada punto x, v, s, le corresponde otro «', ¥', z'. Este método,
que es el que usaremos en lo sucesivo, equivale, como se ve, a
una Iransformacion de los puntos del espacio.

L.os casos de transformaciones que aqui hemos estudiado

P

PI
l;T'igura 49

(pagina 35 v siguiente), con arreglo al primer método, pueden
también interpretarse de un modo activo, y se ve facilmente que
los dos primeros grupos de aquellas férmulas representan una
traslacion del espacio, considerado coimo figura rigida, y un giro
del mismo alrededor del origen de coordenadas; el tercer gru-
po da una inversion de los puntos del espacio, en la cual a cada
punto le corresponde su simétrico, respecto de O (fig. 49); vy, fi-
nalmente, el Ultimo grupo representa una transformacion de -se-
mejanza. ,

Empezaremos considerando un grupo de transformaciones
particularmente sencillo, el de las transformaciones afines, que
comprenden como casos especiales todas las transformaciones
que acabamos de citar.

1. Transformaciones cfines

Una transformacién afin estd definida de tal manera, que

’

x', v, ', son funciones lineales enteras de las coordenadas

N Y B &'=a,%+b,y+c,2+d,

Y =a, X+ b,y 40,2+ dz (1)
Z=a,x+b, y+e, s+ d:3 )



~

— 03 —

El nombre, ya-utilizado por Mébius v Euler, con.el que es-
tas transformaciones se designan, quiere decir que en ellas a
todo punto del infinito le corresponde otro también del infinito, *
‘como si en cierto modo se conservasen los limites del espacio.
En efecto, en las férmulas (1) &', y', 5, se hacen infinitas al mis-
mo tiemipo que x, y, 5. Este caso es contrario al de las transfor-
maciones proyectivas generaics que trataremos mas adelante, en
las cuales x*, y', 5/, son funciones lineales fraccionarias de x, v, =z,
y, por consiguiente, puede ocurrir que un punio propio se trans-
forma en uno cel infinito. ,

En la Fisica, estas transformaciones, designadas con el nom-
bre de deformaciones homogéneas, desempefian un importante
papel. La palabra «homogénean expresa en oposicién a «hete-
rogéneasn, la independencia de los coeficientes respecto del lugar
en que se opera, y el nombre de «deformaciones», indica que
generalmente la forma de un cuerpo no se conserva en la ope-
racion. “

La transformacién (1), puede evidentemente, ser considera-
da como compuesta de tres traslaciones del espacio. paralelas a
los tres ejes, v de longitudes iguales a d,, d,, d,, respectiva-
mente, v de una transformacién lineal homogénea de la forma

wh=a, x+b,y+¢, 5
y1=a2x+b2y.+622 (2)
g=a,x+b;y+cC, 5 '

que deja invariable el origen (transformacién centro-afin), v es
mas cdmoda para el estudio. Comenzaremos por ¢l estudio de
esta transformacién (2).

1) La posibilidad de que el sistema de ecuaciones (2), ten-
ga o no solucién, depende, como’es sabido, de que el determi-
nante de los coeficientes

a; by o
A= g, b ¢ G
as b3 C3

sea nulo o no. Supongamos, por ahora, que A es distinto de
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cero; en este caso, el sistema tiene una solucidn t4nica de la
forma,
PO t y ’ I 1 . ¢
x=a' %'+ b Y 40 2
’ (A .
y=a',x"+b',y"+¢,2 4)
Z=_a13 xl~+ b:3 yl + 018 2:

donde a',, ..., ¢';, son los coeficientes de dividir los menores de
‘A, por el mismo A. Por consiguiente, a cada punto x, y, 2, corres-
ponde uno y solo un punto x', ¥, 5, y el paso de %', %', ' a
%, ¥, 3, es también una transformacién.afin.”"

2) Propongémosnos estudiar cdmo warian las formas espa-
ciales en la afinidad. Sea, en primer lugar, un plano

Ax+By+Cz+ D=0

Aplicando las férmulas (4), se obtiene la .ecuacién de la fi-
gura homéloga :

A% +B'y' +C's'+ D'=0

donde A', ..., D', dependen de 4, ..., D, y de los coeficientes de
la transformacién. Segin (1), cada punto de este segundo, es
homélogo de uno del primero ; a un plano le corresponde, pues,
otro plano. Como una recta puede considerarse como intersec-
cién de dos planos, es evidente que se transformara en otra rec-
tw. Las transformaciones que gozan de esta propiedad, se de-
nominan colineaciones (Mébius), y también homografias, por-
que conservan la «colineaciény de tres puntos, es decir, la pro-
piedad de estar en una recta. La afinidad es, por lo tanto, una
colineacion.,
Sea, ahora, la superficie de segundo orden:

Ax*+2Bxy + Cy*+..0=0

La aplicacién de las férmulas (4), produce otra ecuacién cua-
dratica, lo que demuestra que la afinidad transforma toda su-
perficie de segundo orden, en una nueva superficie de segundo
orden. En general, una superficie cualquiera se transforma en
ofra del misio orden.

* Méas adelante tendr4 especial interés la consideracién de las

~
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superficies que corresponden a una esfera. Segin lo que acaba-
mos de ‘ver, deben ser de segundo grado, porque de este grado
es la superficie esférica; y como, ademas, todos los puntos de
la esfera son propios, lo mismo debe ocurrir a la superficie ho-
méloga, que, por consiguiente, serd un elipsoide.

8) Un wector libre de componentes X=x,—x%,, Y=y ~y,,
Z=3z,—2,, se transforma en virtud de las férmulas (2), en otro
formado por el segmento 1' 2' y de componentes X'=u', —x',,
Y'=y' -y, Z'=2",—4,, siendo

X'=a, X+b,Y+c,Z
Y'=a,X+b,Y +c¢,Z ®)
Z'=a3X+b3Y+03Z /

Estas nuevas componentes sélo dependen, pues, de X, Y, Z

y no de las coordenadas x,, v,, 2z, ; %x,, ¥,, %,, es decir, a todos

%=

2°

Figura g0

los segmentos 12 con los mismos componentes X, Y, Z, corres-
ponden segmentos con los mismos componentes. X', V', Z'; en
otros términos: en toda afinidad, a cada vector libre le corres-
ponde un vector libre. El contenido de esta proporcién es mds
amplio que el de la propiedad antes vista de que a toda recta
corresponde una recta. Tomemos, en efécto, sobre dos rectas
paralelas segmentos iguales, y dirigidos en el mismo sentido ;
estos representan el mismo vector libre, y como sus transfor-
madas deben representar otro, es preciso que sean segmentos
paralelos iguales y del mismo sentido (fig. 50). Por consiguien-
te, a cada sistema de rectas paralelas corresponden rectas tami-
bién paralelas, y a segmentos iguales de las primeras, segmentos
1guales de las segundas. Esta propiedad es tanto mas notable
cuanto que, en general, las transformaciones afines no conser-
van los segmentos ni los 4ngulos.
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4) Consideremos ahora dos vectores desiguales situados so-
bre una misma recta, Estos sabemos que pueden obtenerse uno
de otro, por multiplicacién por un escalar; luego, como en las
férmulas (5) X', Y', Z', son funciones lineales homogéneas de
X, Y, Z, los vectores homélogos se deducen uno de otro mul-
tiplicando por aquel mismo faetor, lo cual demuestra que sus
longitudes estdn en la misma razén que las de sus homélogos,
propiedad que puede expresarse diciendo que la relacion entre
dos rectas homdlogas en una afinidad es una «seniejanszan, es
decir, la razdn de los segmientos correspondientes en las dos
rectas es constante.

5) Finalmente, vamos a comparar los volumenes de dos te--
traedros homélogos T=(1, 2, 3, 4) y T'=(1', 2, 3, 4). Segtn
es sabido, se tiene:

'y Yy 2 1
6T = ¥y Yo e 1] _
s Y3 &3 1
. sy Y 74 1,
ay 2y+by .7/1“‘/01 Zyy, Gy Tytby Yy tea 2. agxitbiyiteszy, 1
ay Totby Yoty 2y, Ay ety Ystea sy, agwitbsysteszs, 1
ay T3 +byYstey 25, Ay BytbyYstea &y, azTatbyystese, 1
@y Ty by Yt 2y, @@y tby Yt zy, Ay tbiysteszy, 1

de donde, teniendo en cuenta la conocida regla de multiplica-
cién de determinantes, resulta:

a; by e 0 ©, Y & 1
6T =| % ‘bg ca O Xy Yy By 1 ;

as by e O Xy Y. &y 1

0 0 0 1 ®, Y, 2z 1

el primer factor es el determinante A del sistema (2); el segun-
do es 6T, luego se tiene:

H

T=A.T

lo cual dice que en las transformaciones afines, el volumen de
un tetraedro vy, en general, cualquier volumen (como suma de
tetraedros o limite de sumas de esta naturaleza), resulta multi-
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plicado por. un fuctor constante que es el determinante A de la
sustitucion. , S

- Estas propiedades que hemos obtenido de la definicién ana-
litica de la afinidad, bastan ya para dar de ella una representa-
cidn geométrica intuitiva; y su deduccién ha sido mds sencilla
de lo que se acostumbra, porque-hemos utilizado el concepto
de vector, que es-el auxiliar -mdas adecuado para ello. la-repre-
sentacion geométrica mds precisa de la transformacién afin se"
obtiene partiendo de una superficie esférica en el espacio E de
los puntos x, y, z; como ya hemos dicho, le corresponde en el

Figura 51

I£ de los puntos &', ', 5, un elipsoide. Segtin lo dicho en'3)
a uyn sistema de cuerdas paralelas de la esfera, corresponde otro
de cuerdas también paralelas en el elipsoide (fig. 51). Ademas
como las series homdlogas son semejantes (4) a los punios me-
dios de las cuerdas de la esfera, corresponden los puntos medios
de las cuerdas del elipsoide, y como aquellos estdn en un plano,
-segun la propiedad fundamental 2.7, también éstos est4n en un
plano que se llama plano diametral del elipsoide. Como todos los
planos diametrales de la esfera contienen su ceniro M, que bi-
seca todas las cuerdas que pasan por él (didmeiros), el punto
correspondiente M’ (centro del elipsoide) también estd en todos
los planos diametrales y hiseca todas las cuerdas que pasan
por él (didmetros del elipsoide).

Un sistema de tres, planos diametrales de la esfera, perpen-
diculares entre’si, tierie, como es sabido, la propiedad caracteris-
tica- de que cada uno.de ellos divide en partes iguales a las cuer-
das paralelas a la interseccién de los otros dos. :

Esta propiedad subsiste en la transformacién afin, de modo
que, a cada una de las infinitas ternas de planos diametrales
de la esfera perpendiculares entre si, le corresponde en el elip-

7
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soide otra terna de planos diamietrales con la propiedad de que
las cuerdas paralelas a la recta de interseccion de cada dos de
estos planos, quedan cortadas en partes iguales por el tercero de
ellos. Los planos diametrales y los didmetros que forman estas
ternas, se llaman conjugados. ‘ i k

Los tres ejes de un elipsoide forman, como es sabido, una
terna de-didmetros conjugados y perpendiculares entre si; a los
cuales corresponden en el espacio E tres didmetros de la esfe-
ra también perpendiculares entre sf. Con objeto de simplificar,
podemos tomar dichos didmetros como ejes respectivos de coor-
denadas en los espacios E y E' escogiendo convenientemente
el giro, lo que deja a nuestro arbitrio cambiar el espacio o el -
sistema de coordenadas.

En todo caso, las dos operaciones estdn representadas por
sustituciones de coordenadas, lineales homogéneas, de la natu-
raleza ya considerada, y como. la aplicacién sucesiva de varias
sustituciones lineales homogéneas eqguivale a una sustitucidn
de esta especie, las ecuaciones que ligan los espacios E y E’
de la esfera y del elipsoide, respectivamente, serdn también de
la forma (2): : -

' =a, X+ b1 Y+, 3
Yi=a,%+b, y+6, 8
g'=a,x+b,y+c, 2

Para que el eje x sea homodlogo del x' es preciso que para
y=3=0 se verifique y'=2"=0, de donde: a,=a,=0. Analoga-
mente, tiene que ser b;=b,=c =c,=0. Puede, pues, decirse que,
aparte giros convenientes, toda afinidad no es otra cosa que
una wafinidad puran:

x =\
y=ry (6)
g2 =ve
siendo
AZ0

0, como dicen los fisicos, una deformacion homogénea pura (en
inglés: pure strain).
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Estas ecuaciones pueden interpretarse geométricamente, di-
ciendo : -

Por esta transformacién, el espacio E experimenta una dila-
tacion paralela al eje x, de coeficiente \ (una compresion cuan-
do es |A\<1), siendo una simetria si A<<0; v, .andlogamente
respecto de los ejes y, z, y coeficienies u. y v, respectivamente ;
podemos, pues, designar, abreviadamente, la afinidad pura como
dilatacion uniforme del espacio en tres direcciones perpendicu-
lares enire si, lo cual da una representacién geométrica tal que
dificilmente se encontrar4 otra més intuitiva.

Supongamos ahora que se emplean coordenadas cartesianas
oblicuas en vez de rectanigulares. ‘

Sin cambiar de origen de coordenadas, tomemos en el espa-
cio E un sistema de ejes cualesquiera, rectangulares u oblicuos,
%, ¥, %, y como ejes x', y', z’, en E’ las rectas homélogas de las
%, ¥, 5 en la afinidad. Las férmulas #e transformacién de coor-
denadas rectangulares a oblicuas, sin cambiar de origen, son
ecuaciones lineales homogéneas de la forma (2) y como la com-
posicién de sustituciones de esta naturaleza conduce a una sus-
titucién de la misma especie, las ecuaciones de la afinidad de-
ben tener la misma forma (2) cuando se utilice el sistema de
coordenadas oblicuas fijado. Pero, segin lo dicho, los tres ejes
de E se transforman en los tres de E' y, por consiguiente, repi-
tiendo los razonamientos anteriores podemos concluir que las
ecuaciones pueden, efectivanmiente, reducirse a la forma (6). Asi,
pues, siempre que se wtilicen coordenadas cartesianas (oblicuas )
v las ternas de ejes sean correspondienies, puede asegurarse que
las ecuaciones de la afinidad tlienen la forma particular sen-
cilla (6).

Como aplicacién de lo expuesto, puede considerarse el pro-
blema de encontrar un mecanismo que permita realizar transfor-
maciones afines. Este problema fué propuesto en un curso sobre
Mecénica, explicado por el autor en 1908 a 1909. La mejor so-
lucién, tanto desde el punto de vista de su fundamento teérico
como respecto a la realizacién técniea del mecanismio, es la debi-
da a R. Remak. El elemento cinemético fundamental utilizado
por Remak, es el llamado «tijera de Nurembergn, constituido
por una cadena de varillas articuladas que forman ‘una serie de
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paralelogramos semejantes-(fig. 52), Los vértices S, S,, S,, -
comunes a cada dos de estos paralelogramos sucesivos describen,
en todas las deformaciones del sistema articulado, series seme-
jantes situadas en su recta de unidn g. Si con tres tijeras de es-
“tas condiciones se forma un tridngulo, articulado cada dos en

Figura 52

uno cualquiera de sus vértices, .S, el sistema de puntos forma-
dos por todos los centros de articulaciones S experimenta una
transformacién afin en toda variacién del sistema articulado to-
tal ; lo cual se reconoce %nmediatamente (fig. 58), sin més que
tomar como ejes coordenados cartesianos las diagonales de dos
de las tijeras.

Se obtienen otros puntos que al mismo tiempo experimentan
la misma transformacién afin tendiendo entre dos articulaciones

/R\
/ A
/¢‘ \
! \
¢'“"’*.—'§
7/ A
! \
é—-—-—o——_@-—._Q
/ A
é’— hY
O = = e O -
I, h\
AY
G- -0 e = mm e <
Figura 53
cualesquiera del triangulo otras tijeras de la misma especie y con-
siderando_sus puntos de articulacion S (en la figura se represen-
tan las tijeras por sus rectas diagonales). Partiendo de este prin-

cipio, se pueden construir los modelos mas variados, planos y
también de tres dimensiones para sistemas afines variables (*).

(*) Una coleccién de estos modelos ha sido ccnstruida por la casa
editorial de Martin Schilling, de Leipzig. Véase: F, Klein y Fr. Schilling,
Modelle zur Darstellung affiner. Transformationen in der Ebene und in
Raum, Zeitsch fir Mabh, u. Physik, Bd. 58, pag. 3l1.
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Dejando ya el examen de las propiedades de afinidades, va-
mos a ver como pueden utilizarse.

Comencersos por un ejemplo que pone de relieve cémo estas
transformaciones constituyen un valioso recurso para la deduc-
cion de nuevos teoremas geoméiricos; la transformacién afin de
la esfera en un elipsoide permite, en efecto, encontrar nuevos
teoremas sobre el elipsoide, partiendo de propiedades conocidas
de la esfera. Tracemos, por ejemplo, tres didmetros de la es-
fera, perpendiculares entre si, y los planos tangentes en sus seis
extremos ;" se forma asi un cubo circunscrito de la esfera, de vo-
lumen V=87 designando por 7 el radio de la esfera.. Nues-
tra transformacién afin, hace corresponder a cada plano tangen-
te a la esfera uno tangente al elipsoide, y por consiguiente, a-

AR Py

Figura 54

aquel cubo, del espacio E, corresponde en el espacio E' un pa-
ralelepipedo circunscrito al elipsoide, cuyas caras son tangentes
en los extremos de’ tres didmetros, conjugados dos a dos, y pa-
ralelos a los planos diametrales correspondientes, 'y cuyas aris-
tas son respectivamente paralelas a aquellos didmetros (cosa ané-
loga ocurre en el plano entre circunferencia, y elipse (véase la
figura 54). La propiedad reciproca es cierta: A todo paralele-
pipedo de las condiciones indicadas, circunscrito al elipsoide,
corresponde un cubo circunscrito a la esfera, puesto que a toda
terna de didmetros conjugados del elipsoide corresponde una
terna de didmetros, perpendiculares entre si, de la esfera. Aho-
ra bien, sabemos (padg. 96) que en la afinidad, todo volumen
se transforma en su producto por el determinante de la sustitu-
cién (y, por consiguiente, el volumen, V' de todo paralelepi-
pedo circunscrito a un elipsoide y cuyas aristas son paralelas a
tres didmetros conjugados de éste es): -

V=V .A=871.A.
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- Esta férmula no depende, evidentemente, de la posicién del
paralelepipedo ; por tanto, el paralelepipedo tiene siempre el
mismo volumen constante, cualquiera que sea la terna de didme-
tros conjugados paralelos a sus aristas. Considerando, en par-
ticular, la terna de los ejes, se obtiene un paralelepipedo rectan-
gular recto, cuyo volumen es 8abe, designado por 2a, 2b y 2¢
las longitudes de los ejes del elipsoide. Tenemos, pues, asi de-
terminado el valor constante de aquel volumien y podemos enun-
ciar el teorema: Todos los peralelepipedos circunscritos a un
elipsoide, cuyas aristas sean ‘paralelas a tres didmetros conjuga-
dos enlre si, tienen el mismo volumen V'=abc, siendo a, b, c
las longitudes de los semiejes del elipsoide. Para reconocer la.
validez general de este teorema para cualquier elipsoide; falta
probar que todo elipsoide puede deducirse de una esfera por me-
dio de una transformacién afin. Esto resulta inmediatamente
de la forma (6) de las ecuaciones de la afinidad, que ensefia
que los ejes del elipsoide en que se transforma una esfera, es-
tin en las razones A, p, v, siendo A, p, v ni'meros arbitrarios.

Las transformaciones afines tienen también una extraordi-
naria importancia en la practica, sobre todo en la feoria de la
elasticidad, en la Hidrodindmica, y, en general, en todas las ra-
mas de la Mecanica, de los medios continuos.

Y no hace falta insistir sobre esto, pues todo el que ha te-
nido que ocuparse en alguna de estas distiplinas, por poco
que haya sido, sabe que en toda consideracién que se limita a
elementos de espacio suficientemente pequefios, intervienen las
deformaciones lineales homogéneas.

Sobre la aplicacién que si hemos de detenernos es la del
dibujo correcto que utilizan fisicos y matemdticos, pues todo lo
que a proyecciones paralelas se refiere, estd basado en transfor-
maciones afines del espacio, Desgraciadamente, hoy se concede
tan poca atencién al dibujo, que tanto en tratados de Matema-
ticas como de Fisica se encuentran errores de representacién en
figuras y aparatos verdaderamente increibles. Uno de los erro-
res més frecuentes es representar el ecuador de una esfera por
medio de dos. arcos de circunferencia (fig. 55, parte de la iz-
quierda), en vez de hacerlo por una elipse, que como mdis ade-
lante veremos, es la representacién correcta. ' '
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El principio fundamental del dibujo geométrico correcto, con-
siste en proyectar la figura que ha de fepresentarse, desde un
punto exterior, sobre el plano del dibujo. El modo 'mds senci-
llo de hacerlo es elegir como centro de proyeccién de un punto
del infinito, con lo cual las rectas proyvectantes forman una ra-
diacion de rayos paralelos. Este es el caso que aqui méas nos

Figura 535

interesa y por ello-vamos a- hacer su estudio, aunque sea sin
pretender la exposicién sistemdtica de toda la Geometria des-
criptiva, sino limitindonos a marcar el lugar que a esta disci-
plina corresponde entre los conocimientos generales de la Geo-
metria, prescindiendo por ello, a veces, de las demostraciones.

L

Figura 36

Supongamos, en primer lugar, que se quiere obtener la re-
presentacién de una figura plana, es decir, la proyeccion de un
plano E sobre otro E' por medio de una radiacion de rectas pa-
ralelas. Conviene para ello escoger como eje x la recta comun
a ambos planos (fig. 56), y como eje y una recta cualquiera,
por ejemplo, perpendicular a la x contenida en el plano E. To-
maremos como eje y' la proyeccién de v sobre E' efectuada en
direccion dada, de modo que, en general, se tendrd en E' un sis-
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tema de coordenadas oblicuas. Las coordenadas de dos puntos
homélogos estardn entonces enlazadas por las relaciones

&=
‘ Vi=p .y
donde p es una constante que depende de la posicién relativa
de los planos dados y del haz de rayos paralelos proyectante.
Estas férmulas nos dicen que la transformacidn es una afinidad
que puede también obtenerse como caso particular de las (6),
haciendo en ellas x=1, de donde resulta x=x', cosa natural,
pues siendo 1os ejes x y &' la misma recta, todo punto del prlmero
“coincide con su proyeccidn.

Las propiedades de esta transformacién, se obnenen particu-
larizando para el plano las del caso general ; asi, por ejemplo,
a una circunferencia situada en E, le corresponde una elipse.
en E’, etc., etc. '

El problema reciproco del que acabamos de estudiar, pue-
de enunciarse del modo siguiente: Dadas dos figuras afines
sobre E y E', ¢pueden colocarse estos planos de manera que se
deduzca una de las figuras de la otra por medio de una proyec-
cidn paralela?

Para resolverlo, tomemos una circunferencia cualquiera en
el plano E y la elipse correspondiente en el E’ (en lugar de es-
_tas dos curvas, podrfan tomarse también dos elipses homdlo-
gas cualesquiera).

En este caso, los centros M y M’ son homélogos en la afini-
dad de ambas figuras. St colocamos la circunferencia sobre el
plano de la elipse haciendo coincidir sus centros, lus dos curvas
se cortardn en cuatro puntos o en Minguno. :

Para mayor sencillez, prescindimos de considerar el caso
limite mtermedlo de ser tangentes las dos lineas.

En el primer caso (fig. 57), a los dos didmetros 4’4" y B'B' ],
que pasan-por los puntos comunes en E’ les corresponden- en
el plano E dos didmetros de la circunferencia 44, vy BB, igua-
les'a aquéllos, por construccién. ‘

De aqui se sigue, segin una propiedad general de las afi-
nidades (pag. 96, nim. 4), que los segmentos homoélogos si-
tuados en A4, vy A4’ y en BB, y B'B’, son iguales. Colo-
cando ahora el‘plano E sobre el E’ de modo que coincidan dos-
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de estas rectas homologas, por ejemplo, la A4, con la 4°4"), ¥
haciendo girar el plano E alrededor de esta recta, de modo
que no coincida con el E’, tendremos definida una transforma-
cién afin entre los dos planos, en la cual son dobles todos los
puntos de dicha recta. Se puede entonces demostrar facilmen-
te que cualquiera que sea el angulo de los dos planos, las rec-
tas que unen puntos homdlogos en esta afinidad son paralelas,
es decir, que la afinidad entre los dos planos puede, en efecto,
engendrarse por proyeccion paralela.

Si la circunferencia y la elipse no se cortan, los didmetros
comunes son imaginarios (empleando el lenguaje del Anélisis)
v para el que dibuja no existen, de modo que la construccion

8,
’%\

Figura 37

anterior es imposible. Este caso puede, sin embargo, reducir-
se al anterior con el auxilio de una transformacidn de semejan-
- za que permita pasar de la circunferencia a otra mayor o maés
pequeiia, que corte a la elipse; esta transformacién es la que
se emplea cuando se quiere reproducir un dibujo a una escala
dada. Se llega, pues, aplicando el principio, a este ,t,eo?e_"iﬁa ge-
. neral: Toda correspondencia afin entre dos planos puede oble-
nerse de infinitos modos, combinando una semejanza y. una prb-j
yeccidn paralela.

Mucho ‘mds importante que la representacién de un plano
sobre otro es la de las figuras del espacio sobre un plano por
proyeccion paralela ; al hacerlo, supondremos desde ahora, para
evitar inconvenientes que pudieran presentarse, que siempre pue-
de combinarse esta representacién con una semejanza que pro-
duzca una ampliacién o una reduccién del dibujo.

: Se obtiene asi el sistema que en Geometria descriptiva se
conoce con el nombre de Axonomelria, cuya importancia en la
practica es extraordinaria.
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Toda fotografia es, aproximadamente, una representacién
axonométrica, si el objeto presentado estaba suficientemente
alejado de la' cAmara fotografica (en realldad la fotografia es
una proyeccién cdnica).

En los libros se utiliza este método para representar figu-
ras geométricas del espacio, aparatos de fisica, trozos arqui-
tectonicos, etc. Un tratado que contiene interesantes ejemplos
de representacién axonométrica es el de O. Pressler, titulado
Leifaden der Proyektionslehre y C. H. Miiller (*).

La conexién intima que existe entre las formas afines y la
proyeccién axonomiétrica, se pone de manifiesto con el siguien-
te teorema: La representacion plana del espacio por medio de
proyecciones paralelas y transformaciones de semejanza (axono-
metrig) equivale analiticamente -a una tmnsforma,cwn aftn,. cuyo
determinante es nulo:

a; by ¢

x'=a1$+b1?/+(‘138 ‘
Y=a,%+by+eyz (1) A‘z_%aﬂ by 6| =0
z’=a3x+b3;c/+(?3z) ) ‘ Lay by 6

Este es precisamente, el caso de exceépcién, cuya conside-
racién habiamos aplazado; y asi se ve lo importante de estas
transformaciones «degeneradas», que, desgraciadamente, no sue-
len tratarse en los cursos corrientes. ‘ ' ,

Reciprocamiente, toda susiitucion de esta especie con A =0,
equivale a una representacion axonométrica. Para que este re-
ciproco se verifique, es preciso, como puede verse facilmente des-
pués de la demostracién, que no sean nulos todos los coeficien-
tes, ni todos los menores de segundo orden de A, pues entonces
resultan otras «degeneraciones», cuya naturaleza se reconoce
facilmente.

Para demostrar el teorema comenzaremos probando que fo-
dos los puntos x', y', z' obtepidos mediante la sustitucion @
(siendo x, v, z arbztmnos), estdn en un planwo ; es decir, que exis-
ten tres numeros k,, k,, k,, tales que se verifica idénticamente :

v

k%' +hyy' + k2 =0 @)

(*) Leipzig, -1903.
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En efecto, esta identidad equivale a las tres ecuaciones li-
neales homogéneas : o

]ﬁlal'{_/ifzag";"kgag:()\
/Cl 23] -+ ]Cg Qs t+ 763[13 = 0 (2')
klal‘l_ k2a2+k3a3=0

que, como es sabido, determinan las razones k,: k,: k, cuando
A es nulo, sin que lo sean todos sus nueve menores. Los puntos
x', y', 5 estdn, por consiguiente, en el plano (2) determinado
por las ecuaciones (2). ' ,
Tomando éste plano como %'y’ en un nuevo sistema de
coordenadas rectangulares del espacio E' a todo punto del es-
pacio E le debe corresponder en el E' uno, para el cual sea
2=0, con lo cual, las ecuaciones de la afinidad deben tener la
forma:
' a;'=A,;13+B1y+(]122
Y =Hdyx+ By +Co2
Z =0

(3)

.donde las seis constantes A,, ..., C, son completamente arbi-
trarias, puesto que por la forma especial de la dltima fila, el
determinante A es nulo; sin embargo, no deben serlo simul-
tAneamente sus tres menores (es decir, no debe ser A4,: B,: C,=
=4, : B, : C,) porque si asi ocurriese, estariamos en el caso de
la degeneracién excluida al principio. '

Al mismo tiempo que demostramos la identidad de la re-
presentacién del espacio E sobre el plano E’, definida anali-
ticamente con la proyeccién axonométrica, antes definida, ire-
mos indicando las propiedades 'mds importantes de esta ulti-
ma, analogamente a como hicimos al tratar de las afinidades
de determinante no nulo.

12 En primer lugar, es evidente que a todo punto %, vy, s,
de E, le corresponde uno sélo %', y' en E'.

Reciprocamente ; si tomamos un punto %, ¥ en E', las
ecuaciones (3) nos dicen que su homélogo x, y, 3 en E debe
pertenecer a dos determinados planos, que no pueden ser pa-
ralelos, a causa de la hipdtesis que hemos hecho de que sus

r

coeficientes no son proporcionales. El punto x’, 4° tiene,
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pues, por homdlogos, todas las de la recta propia de intersec-
cidbn de ambos planos. Ahora bien, si hacemos variar dicho
punto, los dos planos variardn también, pero siempre conser-
vandose paralelos a sus posiciones primitivas, porque los coe-
ficientes 4,B,C, y A4,B,C, son invariables ; luego, las rectas co-
munes a cada dos de estos planos, serdn igualmente paralelas
entre si; resulta, pues, que a cada punto del plano E' le corres-
ponden -todos los de una recta que forma parte de un sistema
" doblemente infinito de paralelas en ¢l espacio E.

‘Con ello queda demostrado que la transformacién (3) equi-
vale a una proyeccién paralela. .

2. Del mismo modo que ocurria en la afinidad general, a
las componentes X, Y, Z de un vector libre de E, corresponden
en I’ los segmentos X', Y' dados por las férmulas :

X’: A1 AY‘*" Bl Y‘}“ CIZ
Y =4, X+ B, Y+C, 2 (4)
2 =0 ’

lo cual prueba que también a cada wvector de E corresponde otro
vector X', Y', en el plano de represeniacidn, o dicho mds pre-
cisamente : si un segmento del espacio E se desplaza paralela-
mente a s{ mismo conservando su longitud y sentido, lo mismo
ocurre con su segmento homdlogo en el plano E'.
3.> Consideremos, en particular, el wector unidad X=1,
Y =Z=0, situado en el eje x, que va del origen 0, 0,.0 al pun-
to 1,0, 0. Su homélogo en E’ es, segin (4), el vector
X'=4, Y'=4

2

que va del origen O' al punto de coordenadas x'=4,, y'=4,.
Analogamente, a los vectores unidad de los ejes vy y 3, les co-
rresponden los que tienen por extremos del origen O’ y los pun-
tos B, B, y C,, C,, respectivamente. Estos tres vectores, que
para abreviar llamaremos (4), (B) y (C) (fig. 58), pueden ser to-
mados arbitrariamente, porque las coordenadas de sus extremos
determinan los seis pardmetros de las ecuaciones (3) de la afini-
dad. La tnica condicién que han de cumplir, es que no estén los
tres en linea recla ; pero estudiaremos $6lo el caso mas sencillo,
en que los tres estén en rectas distintas.
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Los lres vectores unitarios situados sobre los ejes coordena-
dos de E estdn, pues, representados—ry éste es el resultado—por
tres vectores arbitrarios de origen O trasados en L', los que, «
su vez, delerminan completamente la afinidad.. .

4° Para establecer, también geométricamente, la representa-
cién de (4), (B), (C) partamos primero de la consideracién de
un punto p (¥, ¥, 0), cualquiera del plano xy. EI vector deter-
minado por el origen O y el extremo p, se obtiene multiplicando
el vector unidad del eje x por el nimero escalar x, el del eje y por

Bhs'b \y ol
f\nm _ 7
Cs (6) (m
C1- C‘ ; &
0 A >

Figura 38 Figura 59

el ndmero y, y sumando ambos productos (fig. 59). La construc-
cidn correspondiente a ésta en el plano E' se obtiene en segui-
da por medio de una afinidad bidimensional ordinaria (con de-
terminante distinto de cero), y resulta asi el punto p’ homdlogo
del p, se deduce como resultado de multiplicar el wector (A) por
x', el (B) por vy v construir el paralelogramo que da la suma de

75 7o
' @
B)
) Z-A)
Figura 6o

estos dos productos (fig. 60). De este modo puede determinarse
en E' el homdlogo de cualquier punto del plano xy y dada una
figura cualquiera, construir punto a punto su correspondiente.

5. Repitiendo el mismo razonamiento para un punto del
espacio de tres dimensiones, F, resulta (fig; 61) que todo pun-
to p, de coordenadas x, y, z, liene por homdlogo el p' obtenido
sumando, por la regla del paralelogramo, los productos de los
vectores (A), (B), (C) por los numeros x, v, z, Como la adicion
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es conmutativa, esta construccién se puede efectuar de 1.2.8=
=6 modos diferentes, cuyo conjunto constituye la representa-
cién plana (fig. 61) de un paralelepipedo rectangular del espa-
cio E formado por los tres puntos coordenados y los paralelos a
ellos trazados por el punto p. La costumbre de ver estos dibujos
desde que se comdenzan los estudios matem4ticos, hace que esta
representacién se considere como una cosa trivial, aungiie en su
esencia constituya un importante teorema.

6. Por medio de esta construccién, se puede representar en
el plano E’ cualquier figura del espacio. Sea, por ejemplo, una
esfera de radio igual a la unidad y con el centro en el origen de
coordenadas ; fijémonos en los circulos de interseccién con los
planos coordenados. '

A /\
- W
B V

Figura 61 Figura 62

a Z7A)

La circunferencia seccién%é)or el plano xy, tiene por didme-
tros conjugados los vectores unitarios de x e y, y por consi-
guiente, le corresponde en E’, en virtud de la afinidad, una elip-
se (fig. 62) con centro en O’, en la que son semididmetros conju-
gados los vectores (4) y (B), y que, por tanto, esti inscrita en
el paralelogramo formado por los vectores 2(4) y 2(B). Ana-
logamente ocurre con las circunferencias secciones producidas
en la esfera por los otros dos planos coordenados ; sus represen-
taciones son elipses de centro O' v semididmetros conjugados
(B), (0) ¥ (A), (O).

7. El estudio de las relaciones que existen entre la proyec-
cién axonométrica v la afinidad, se completa con el teorema fun-
damental de la Axonometria, enunciado en 1853 por K. Pohlke,
profesor de la Banakademie de Berlin y publicado en 1860 en su
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«Tratado de Geometria descriptivan (*). La primera demostra-
cién elemental de este teoremia se debe a N. A.'Schwarz y estd
incluida en un trabajo publicado en 1863, junto con la intere-
sante historia de su descubrimiento (**).

Pohlke definia la Axonometria geométricamente, como me-
dio de representar las figuras del espacio, mediante una pro-
yeccién paralela y una semejanza.. Su teorema dice que los tres
vectores unidad, de los efes coordenados del espacio, pueden ser
transformados por medio de una representacion de esta indole,
en ires vectores ARBITRARIOS del plano E', con origen comain
en el de coordenadas O'. Esta afirmacién la hemos demostrado ya,
partiendo de la definicién analitica de la afinidad ; para nosotros,
la importancia del teorema de Pohlke radica en que la repre
sentacion definida analiticamente por las ecuaciones (3) (pagi-
na 107) se obtiene geométricamente por medio de una proyeccion
paralela y un cambio de escala’; las rectas paralelas de que ha-
blamos en el nimero 1.° son entonces los rayos proyectantes.

8.> Para demostrar analiticamente de un modo directo el
teorema de Pohlke consideremos en el espacio E los dos haces
de planos paralelos definidos por las ecuaciones

A4 X+ Byt Clz__—&
A2x+ Bz’y‘—{— szlz-q

en las que &, 4 son parametros variables.

Cada par de valores de'los parametros &; v determina un par
de planos que se cortan en una de las rectas paralelas, tltima-
mente recordadas. El problema se reduce, pues, a fijar en el es-
pacio un plano E’ y en éste un sistema de coordenadas rectangu~
lares x', ¥, tal que cada una de estas rectas (&, v) corte al pla-
no E' en el punto &' =&, y'=n.

Para ello es preciso en primer lugar, que los planos &=U),
7=0 corten al E' en los ejes de coordenadas O'y' y O'x’, es de-
cir, en dos rectas perpendiculares. Llamemos 0, y 8, los 4ngulos
que estos ejes (que determinan la posicién de E’) forman con la

(*) Lehrbuch der darstelleuden Geometric, 2 Abteil. 4 Auflake. El
teorema estd en la primera parte, pag. 109. .

(**)  Journal fir die veine und angewanudte Mathematik, Bol. 63, pa-
giina 209. Jesamte mathematische Abhaudlugen. Bol. II, pag. 1, Ber-
Hn, 309.
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‘recta E=n=0 (fig. 63) y « el 4dngulo, conocido, de los planos
1£=0, n=0." Aplicando el teorema del coseno de la Trigonome-
tria esférica, al triedro formado por estos dos planos £=0, »=0
y.el B resulta: . :

cos[O'x', O'y'}=rcosh, cos b, +sen f, sen 6, CoS «

y dividiendo por sen 0, sen 0,
cos[0'x, Oy
sen 0, senf,

= cot 6, cot 6,/+CoS a

Figura 63

Para que el dngulo de O'x’ con O’y’ sea recto, es preciso que
su coseno sea nulo, luego

(a) cot 8, cot fy=—coS ¢

Todo plano de los
Ax+By+Ca= :

corta al E’, segin una, recta x'=constante. Si (' es la abscisa
del punto en que ésta corta al eje x' el valor correspondiente
de x' en E'" es igual. a O'Q’, salvo un factor %, dependiente de
la escala, que es preciso determinar ; trazando la perpendicular
Q'S al plano =0 y la Q'R a la recta E=%=0, se verifica

O'kQ';f_______Q’R Q'R——-———Q—:i

sen 6, sen o
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y teniendo en cuenta que Q'S es la distancia entre los planos
Ax+By+Cis=0y Ax+By+Cz=¢ resulta
£ ' ‘
V A2+ B2 + Ci2-sen f,sen «
De un 'modo anélogo se obtiene como coordenada y' de los

puntos situados en la interseccién del plano A,x+ B,y +C,z=n
con el E':

=0 @ =N\

yl — )\. .q
o VAZ+ B+ Cy? - sen f,- sen «
Las dos tltimas relaciones nos dicen que para que la recta
determinada por los pardmetros &, n corte al plano E’ en el pun-
to x"=§, y'=mu, es preciso que sea

) k= ij!——cl-z_ sen f; - sen a = Vm-i-_(};—sen 0y sen &
- de donde resulta la siguiente ecuacién de condicién para 4 LY 8
(0) ~8sen 0y V 4. + 312 + Cy2 = sen ¢, VA22 + By* -+ Cy?

Un sencillo célculo, demuestra que el sistema formado por
las ecuaciones (a) y (c¢) tiene una solucién tnica real para cot 9,
y cotb, salvo el signo ; es decir: Ewiste una.sola posicidn (y su
simétrica respecto del plano normal comun a E=0 y=0), para
la cual se verifica axonométricamente la afinidad n'=§, y'=nx.
La constante de semeéjanza que proporciona la escala del siste-
ma de coordenadas de E', estd dada por la ecuacién (b).

Puede darse a esta demostracién un caricter mis geométri-
co, partiendo de la condicién de que los puntos unidad de los
ejes x" e y' estén en las rectas E=1, =0y £=0, n=1, respec-
tivamente. En este caso, el problema consiste en buscar un pla-
no E’, tal que corte a un prisma triangular dado, seglin un trlan-
gulo 1ecténgulo isésceles.

Reciprocamente, toda proyeccion axonométrica representu
una transformacion afin cuyo determinante es nulo. Esto es f4-
cil de comprobar, transformando por medio de una sustitucién
lineal, como se hizo antes (pag. 107), el sistema de coordenadas
oblicuas que la proyeccién de los ejes x e y da sobre el plano E',
en un sistema de coordenadas rectangulares elegido de antema-
no también en E',
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“Las propiedades ‘de Ta ployecmon axonométrica se pueden
hacer ver intuitivamente utilizando' una ‘lintefnade proyeccién
cen el foco suficientemente alejado de la pantalla para que se
puada suponer que estd en el infinito. Colocando en €l haz de
luz diversos modelos (cuadrado, circulo, cubo, elipse, etc.), se
ve' que las' flguras de las sombras conflrman tos resultados ob-
teridos -matematicamente. El teorema 'de’ Pohlke se comprueba
también por medio de tres varillas unidas en forma - -de triedro
trirrectangulo ; haciendo mover convenientemente este modelo y
el plano de proyeccién se ‘puede obtener cualquier posicién fija-
da.de antemano.para, las sombras. . :

e

+

il Transformaciones proyectivas

N arg » v L) k]
! v fi

(,on51deramos desde luego flguras trldlmemlonales :

‘Para definir analiticamente las transformaciones proyec—
tivas no se expresan ya,x’, ¥, z como funciones enteras de
x, ¥, %, sino como funciones racionales del mismo dcnomma\dor
(esta czrcunstanma wltima es esencial):

]

el . 4, x4brytestd,
xr = — © -
: a,%+b,y+c,5+d,

;o ayxtbyyte,ztd, 1
a,5+b,y+c,5+d, g
/

2z isx'i'ba y'f“csz"'da
a,x5+b,y+c,z4+4d,

Estas ecuaciones nos dlcen que a todo punto X, V, z, le co-
1"resp0nde otro punto x', y', 2/, que es propio si el denominador
no es nulo. En camblo, si el punto x, ¥, 2, se acerca al pla-
no a,%+b,y+c,s+d,=0, el punto. homélogo «', ¥, 2/, se ale-
ja infinitamente (cosa que no ocurre en la afinidad), y, en cier-
to modo, puede decirse que se «desvanece» ; por esta razén di-
cho plano se llama plano de desvanecimiento (¥), sus puntos,
puntos de desvanecimiento, y se dice que corresponden en la

(*)  En Espafia son mds corrientes estas dencminaciones que las de
plano v punios de fuga, también usadas, traducciones literales de Fluchte-
bene 'y Fluchipunkte. (N. del T.)
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transformacion proyectiva al plano y puntos impropios o del in-
finito. ST ' - g

-2.° Para estudiar estas transformaciones es muy convenien-
te .emplear coordenadas homvogénéas," es decir, usar en lugar de
las tres coordenadas x, y, .z, cuatro magnitudes &, v, ¢, <, defi-
nidas ‘por-las relaciones.: | : C

£,

T

’ &=

S i
T

Estas ‘cuatro cantidades deben ser finitas, wariar indepen-
dientemente y no anularse todas simulidneamenie. A todo punto
%, ¥, 8 corresponden, pues, infinitos sistemas de valores g&, pn,
et, ot (siendo p un factor arbitrario distinto de 0), y reciproca-
mente, todo sistema de valores &, 4, , 1, siendo ¢ diferente de
cero, determinan un punto propio x, y, z, y este mismo punto
corresponde a todos los sistemas de valores gk, on, o, pt. Cuan-
do © es nulo, uno, por lo menos, de los cocientes x, ¥, 2, se hace
infinito y el punto es impropio ; asi, pues, todo sislema de va-
lores &, u, ¢, 1=0 representa un punto del nfinito, que es el mis-
mo para ‘todos los sistemas £, ov, pc, 0, siendo ¢ diferente de
cero. Con ésto se introducen de manera precisa, analiticamen-
te, los puntos del infinito, cuya consideracién se acostumbra
agregar a la de los propios, ordinarios. ’

‘El empleo de las coordenadas homogéneas, resulta al prin-
cipio algo incdmodo, a causa de la indeterminacién de estas
cantidades producidas por el factor arbitrario o, y conviene, por
lo tanto, precisar un poco més su significado geométrico.

Sea, ‘para ello, un plano P, cuyos puntos se determiinan por
sus coordenadas rectangulares

£ N

X == I e—
T ! y T

Considerando &, 4 y © como coordenadas reclangulares de

un punto en el espacio, podemos tomar como plano P el z=1
paralelo al &q. Uniendo (fig. 64) el punto x, y de P con O por -

medio de una recta, para todos los puntos de ésta, —E— y _i‘_
deben ser constantes, y verificarse :

I
"&
als
i
!
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puesto que para t=1 han de ser E=x y n=y. La introduc-
cion de las coordenadas homogéneas equivale, pues, simple-
mente a la representacion del plano P sobre la radiacion que lo
proyecta desde el origen O del espacio tridimensional auxiliar:
las coordenadas homogéneas de un punio son las coordenadas,
en el espacio, de los puntos del rayo de esta radiacion, proyec-
tante del punto; como en esta representacién a cada punto en
P le corresponden los infinitos de este rayo, queda asf, perfec-
tamente explicada la indeterminacién que introduce el factor ¢.

A r 5:’70'
v .
O /o £
-7 \ zZ
7
o ¢
Figura 64

En cuanto al caso de excepcién E=n=1v=0, se explica geomé-
tricamente fijandose en que el punto O por si solo no deter-
mina ningin rayo proyectante, y, por lo tanto, ningtin pun-
to de P.

También es evidente que no es preciso considerar valores
infinitos de &, u, =, porque todos los rayos se obtienen unien-
do O con puntos situados a distancia finita. Y, por ultimo, se
ve claramente cémo se evitan los valores infinitos de las coorde-
nadas, sin m4s que sustituir los elementos impropios del plano
por los rayos paralelos trazados por O, situados en 1=0.

También la conocida locucién de recias del infinilo adquiere
aqui un contenido geométrico intuitivo. Analiticamente, no es
otra cosa que la expresién de la analogia abstracta de que todos
los «puntos del infiniton satisfacen a.la ecuacién lineal =0,
exactamente lo mismo que toda recta propia tiene una ecuacidn
lineal. Pero ahora podemos decir de manera completamente
geométrica: a cada recta de P corresponde en la radiacion O
un haz plano de rectas, vy, reciprocamente, todo haz plano de
rectas de la radiacién O determina una recta en P, si se exceptia
el haz plano t=0; perece, pues, conveniente designar también
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el conjunto de los puntos que le corresponden en el plano pa-
ralelo P como una recta, y asi'se tiene la «recta del infiniton.

De manera completamente andloga se introducen las coor-
denadas homogéneas en un espacio tridimensional como seceién
por =1 de un espacio cuatridimensional &, #, £, =, y relaciondn-
dolo con la radiacién -de rectas que lo proyecta desde el origen
de coordenadas del espacio auxiliar, _ , :

Podemos entonces extender al caso actual todas las consi-
deraciones anteriores, sin dificultad alguna, dejandonos llevar
de la analogia, sin apenas cambiar palabra, y, en particular, las
relativas a la significacién de los elementos del infinito. Agre-
guemos, por ultimo, que, naturalmente, la utilizacién del espa-
cio cuadrimensional es tan sélo un medio de expresién c¢émodo,
al que no hay por qué asociar idea de misterio alguno.

, 3.° Introduciendo coordenadas homogéneas en los dos es-
pacios E y E', las ecuaciones [1], de la transformacién pro-
yectiva, teniendo en cuenta que todas tienen el mismo deno-
minador, pueden descomponerse en cuatro de la forma:

P,&I=a1g+b1’7+c1 G+d17
p'v;'=a2§+b2~q—|r02g+d2'c
P'€'=asﬁ+b3n+03€+daf : @
O'T'=a4§+b4 ‘fi+c-1§+d~1f

b

en las que o' es un factor de proporcionalidad.
Este sistema, prescindiendo del factor arbitrario ¢’, consti-
tuye la sustitucién lineal homogénea de cuatro variables méas
~general, y representa, por lo tanto, una correspondencia afin
entre los dos espacios auxiliares de cuatro dimensiones E, y E,/,
en la cual, las coordenadas homogéneas tienen la significacién
concreta explicada en el niimero anterior. Esta interpretacién li-
mitada al plano, ensefia que la transformacidn proyectiva mds
general de un plano se obtiene proyectando el plano desde el
origen “de coordenadas de un espacio auxiliar de ires dimen-
siones, aplicando a la radiacion proyectante una transformacion
afin, y cortando, finalmente, la radiacion resultante por el pla-
no dado.

Efectuando ademds una transformacién de semiejanza del es-
pacio, cuyo centro sea O, determinada por el factor o', se ob-
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tiene la misma proyectividad, porque los rayos proyectantes
desde O, son dobles en la transformacién.

El procedimiento. que acabamos de utilizar hac1end0 uso de
los espacios auxiliares E y E’, recibe el nombre de principio
de las proyecciones y secciones, y su importancia radica prin-
cipalmente, en la facilidad con que mediante él se pueden es-
tudiar las mds complicadas propiedades en los espacios de n
dimensiones, mediante la consideracion de otros espacios auxi-
liares, de una dimension mds. ,

.42 Reciprocaniente ; segun ensefia-la teorfa de determinan-
tes, las coordenadas &, v, ¢, © son lambién funciones lineales y.
homogéneas de las &, v, ¢', v/, y pueden escribirse en la forma:

e &zall E,+ bil 711~+,c'1 C.ll+dl1 Tl : . 7 “ .
. p n:a'é &'3.—‘1— blz 7]’+ Clz gl<.+ d12 ¢ i ‘,

e q:—.“ala E"ﬁi‘ bla "2' + 0'3 C."_+ dl:; TI, (3) N
‘p -c: ar’L E’I—" b:‘l nl’_+ 6’4 ql\~+ d’{l 1' |

s
~

siendo ¢ un coeficiente de proporcionalidad, siempre que no se
anule ¢l determinanie

A — a‘l b-2 02 d?
a, b, c, d,d,
b, ¢, d,|

a8

4 4 4

Los sistemas de valores &, 4, ¢, t v £, v, ¢, 1, Se correspon-
den, pues, biunfvocamente salvo los factores arbitrarios de pro-
porcionalidad o y o'. En el caso de que A sea nulo, y como era
de esperar, segtn 1o dicho al hablar de la afinidad, se obtiene
una representacion del espacio sobre un plano, por medio de
una proyeccién central, tal como ocurre, por ejemplo, en la fo-
tografia. Este caso, que también es sumamente interesante, lo
estudiaremos a continuacidén del general AZO0.

5. De las ecuaciones [2] y [3], se infiere que siempre que
exista una ecuacién lineal entre &, u, ¢, T, existe también otra
entre &', v, ¢, ¢, y reciprocamente. 4 todo plano corresponde,
por consiguiente, otro plano. En particular, el plano del infini-
to de E' tiene por homdlogo, en E, uno, en general propio, que
es el que antes hemos llamado plano limite. Esto confirma la
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conveniencia de haber generalizado el concepto.de plano admi-
tiendo el del infinito, pues. asi-el teorema; anterior, cémo -muchos
otros, resulta completamente general 'y .sin excepcion alguna.
Otra consecuencia inmedijata es que, a toda recta le corresponde
otra recta, lo cual puede expresarse con . la terminologia de Mé-
bius, d1c1endo que toda ‘transformacidén proyectiva es una coli-
neqcidn. R R PR y S

) Remprocamente ‘toda colineae?io'n dve-l:espaqim; es deeiry
toda transformacion: univoca en los dos. ﬁentid’os“ que: hace.Co4
rresponder a cada recta otra recta, a:cada plano otro plane, y

o P o A EE RV EETS o, v\y.,,y-‘,, 3

-Figura 65"

a elementos incidentes otros también incidentes, es una proyec:
tividad (esto es, ura transformacion definida anahtlcamente por
las- ecuaciones - 11y 6 [2]).

Para mayor sencillez, vamos a exponer la’ demostrac10n de
este teorema, dada por Mobxus, hmltandonos por razén de co:
modidad, al caso del plano. El proceso de la demostracién es el
siguiente: Dada una colineacién y elegidas dos cuaternas de
puntos homélogos en ella, se demuestra: a) que siempre existe
una proyectividad .que hace corresponder entre si dos cuales-
quiera de dichas cuaternas; y, como toda proyectividad es una
colineacién, bastard probar: b) que hay solamente una colinea~
cibn en que las cuaternas se corlespondan con ello quedaré
completamente probada la. identidad entre colineacién v provec-
tividad.
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a) Para demostrar la primera parte, observemos que. las
ecuaciones de la proyectividad en el plano:

P' &I'=a1 E+ bl n+t d1 T
P’ n"=d2&+ b, "T"*‘dzf
PIT':a3E+b3'ﬂ+d3'c

4 .
contienen 9—1=8 constantes, porque el cambio de p no hace
variar la transformacion. El hecho de que dos puntos sean ho-
moélogos da lugar a dos condiciones. lineales, luego la corres-
pondencia entre las dos cuaternas estd expresada por 2.4=8
ecuaciones lineales homogéneas entre las nueve cantidades
a,, ... d,. Este sistema de ecuaciones tiene siempre una solu-
cidn, luego determina las constantes de una proyectividad, en la
cual-son homdlogos las dos cuaternas dadas.

Se ve facilmente que la proyectividad serd wnica y propia
(A=£0), solamente en el caso de que la posicién relativa de los
puntos de cada cuaferna sea «general», es decir, cuando no es-
tén tres de los cuatro puntos en linea recta, que es, precisamen-
te, el caso para el cual fnecesitamos el teorema,

b) Para la segunda parte de la demostracién, imaginemos
dada una colineacién arbitraria entre los planos P y P’ y sean
1, 2, 3, 4, cuatro puntos cualesquiera de P, tales que no haya
tres en linea recta y 1', 2', 8', 4, los correspondientes en P’ que
cumplen las mismas condiciones que aquéllos. Se trata ahora
de probar, que la colineacion queda univocamente determinada
por la correspondencia entre ambas cuaternas de pumios, para
lo cual bastard demostrar que se puede construir la colineacién
utilizando la correspondencia biunivoca, y la correspondencia
reciproca de las rettas. Como medio auxiliar utilizaremos las
llamadas redes de Mabius que son sistemas de rectas que cu-
bren el plano a la manera de una telarafia.

Desde luego, las seis rectas que en cada uno de los planos
unen los puntos dados dos a dos, son homélogas en la colinea-
cién. También se corresponden los puntos de interseccién de
cada dos de estas rectas. Si unimos ahora estos puntos resul-
tan nuevas rectas homdélogas, y continuando este proceso obte-
nemos en ambos planos, dos redes cada vez mds espesas, que
se corresponden punto a punto y recta a recta.
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» Dado un punto cualquiera en el plano P, o es un vértice de
la red, o puede considerarse como tal, como posicién limite de
los vértices a medida que la.red se va espesando. En el primer
caso, el punto homélogo en P’ estd completamente determina-
do, pero en el segundo no puede decirse lo mismo sin cuidar-
se al:-definir la colineacién de afiadir una condicién que para
Mobius era tan evidente que no cteyd necesario hacer mencién
expresa de ella. Esta condicién es la de que la transformacion
sea continua; es decir, que a todo punto limite de un conjunto
de puntos de P, le corresponde en P', el Umite del conjunto
formado por los homdlogos de éstos. De aqui se deduce, enton-
ces, la correspondencia univoca de los puntos del 2.° caso, 7y,
por tanto, queda demostrado el enunciado para una colineacion
continua. . A

Del m'ismo modo se demuestra que, una colineacién conti-
riua en los espacios de 3 y, en general, de n dimensiones, que-
da determinada cuando se conocen, respectivamente, 5 & n+2
pares de puntos homdlogos. : :

Teniendo en cuenta ahora, lo que hemios dicho al principio
de este ndmero 6.° podemeos enunciar, como resumen, el si-
guiente teorema : Las proyectividades son las dnicas transforma-
ciones continuas y biunivocas que convierlen rectas en recias,
sin excepcion.

72 En el ndmero 5) hemos dicho que los planos y rectas
ilimitados tienen por homélogas en la proyectividad, figuras de
la ‘misma especie. En esta propiedad, la transformacién proyec-
tiva coincide con la afinidad general, pero no ocurre asi en
aquellas en que interviene el concepto de paralelismo.

En la proyectividad no se conserva necesariamente el para-
lelismo, como ocurria en las transformaciones afines, sino que,
por el contrario, como al plano del infinito le puede correspon-
der uno propio que es el llamado limite, al punto del infinito
comun a dos rectas paralelas, le corresponde el propio determi-
nado por la interseccién de sus homélogas con el plano limite.
Esto no quiere decir que el concepto de paralelismo pierda su
sentido, sino que adquiere mayor amplitud con la adopcién del
plano del infinito que puede ser considerado como el lugar geo-
métrico de todos los puntos del infinito del espacio. Rectas (o
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planos). paralelas; se. Hamardw entonces aquellas: cuya ntersec-
cidn esté situada en este plano-especial, con la ventaja de poder-
se transformar en rectas (o pfanos) ‘no.! paralelas por medle e
una proyectividad. T ARk HRE
Las formas de. Grassmann no sow invariantes en la tmnsfor—
macion proyectipa. Para demostrarlo, sea un vector hbre de E
que tenga por coordenadas: - ’

\_\ ——x
L yl”";—’ly"'l > ] e
Las cantidades X', ..., N“homélogas de éstas en el espacio
E’ estan formadas cott i ’
w';= a1x1+b1y1+61 zl+d} ' tc., mz= ay ~'L'2+‘b1 112+013'2+d1 e’rc
a4w1+b,¥y1+c441+d1,,, T e tbyste, 22+d4

Segun'*és‘to',‘»X‘ s ey N tomaran la formaide. fracmones' K
yos numeradores son c@'mbmamones lineales:de ‘X, ..., N .com

(oef1c1(*nte9 censtantes mlentras que- el denomin 1d‘(i)‘r"(()1nUn o

' a;;{;.' t—b ¥, —{—C 1+c1 ) (a %, +b4y2+c 2, +d)

no ‘puyedefexpres’ars‘e‘i“en‘ funcién deé A,,'“ N, tnicainente: Lay
coordénadas - dei’ veetor libfe transforthado,’ no dependen, "pues;
s6lo de las del prlmltlvo sino también de la posicién particulat
del origen vy extremo de éste; de-modo que, desp1a7ando el seg-
mento- (1, 2) a'lo largo de 'su propia tecta, X, .., N, permanée-
cen. constantes, sus homélogas X', .y N’ varian : as-i, pues, el
segmento. transformado (1'5:2)) no es un vector libre, en el sent
tido dado por Grassmann a este. conceplo. S R

El hecho de que la recta ilimitada se conserve en la transfor-
macién, se‘explica porque estd determinada tnicamente por las
razones X':Y': ..: N, que en virtud de la desaparicién del
denominador :s¢omiin,. se’ pueden .expresar 'eni funcién de
X: Y....:N'.‘.Z} i : i : ooy

8. Veamos ahora un.:ejemplo - 1mportante de wuna figura
que se transforma en olra.de la misma especm en Ias transfor-
maciones proyectivas.. = v SIS R O B o

Unaecuacién cuadratica en x', v, 5',-se-convierte multlp ican-
do por el cuadrado del denomlnadm.,comun axthy+e,s+ d_.dy
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en otra ecuacién cuadratica en %, y, z, lo cual quiere decir, geo-
métricamente, qué a toda superficie de segundo orden, del es-
pacio E, le corresponde una andloga en el espacio E'; cortan-
do. por- un- plano una de estas superficies se obtiene la corrés-
pondencia  enlre curvas de segundo orden. Analogamente,. re-
sulta, en general, que toda figura algebraica susceptible de: de-
finirse por medio de una o mds ecuaciones algébraicas enire las
coordenadas, tiene por homdloga en-la transformacion proyec-
tiva una figura de la misma especie que clla; la naturaleza. de
estas figuras es, pues, invariante. en. las transformaciones pro-
vectivas. ‘ :

9.° Ademds de estas! figuras invariantes, existe también un
niimero especial, cuyo .valor no cambia‘en la proyectividad, y
que, en cierto’ modo, sustituye a los concéptes de: distancia- vi
dngulo, cuyos valores ya no son invariantes en las transfor-
maciones afines, 'y, por tanto, mucho ‘menos en las proyecti-
vas. Fijandonos ahora en el caso de las rectas,. se trata de una
funcidn determinada de las distancias entre cuatro pumtos cua-
lesqmem de una recta 1, 2, 3, 4, la ya-citada anteriormente ra-
z6n_doble, o anarmdnica, de cuairo puntos,

Mediante un sencillo calculo puede reconocerse la mvanan—
cia de esta magnitud en toda transformacién proyectiva.

Lo mismo ocurre en un haz de rectas o de planos en que la
razén estd formada por los senos de los dngulos que forman,
o sea:

sen(12) . sen(32) _ sen(1,?)-sen (34)
sen(1,4) ~ sen(3,4) _sen (1,4)-sen(3,2)

El hecho de que estos invariantes fiieran los primeros cono-
cidos en las transformaciones proyectivas, dié lugar a que los .
gebémetras se esforzaran en reducir todos los que sucesivamen-
te se fueron encontrando, a razones dobles; lo cual séio se con-
seguia muchas veces de modo artificioso. Mas adelante vol—
veremos a ocuparnos de estas relaciones. '
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El estudio de las figuras invariantes en estas transformacio-
nes, .constituye la llamada Geometria proyectiva, denominacién
hoy corriente y mucho mejor que la de Geomeiria de la Posi-
cion, muy utilizada antes, para distinguirla de la «Geometria
elementaly o wmétrican, porque entre las propiedades invarian-
tes en la proyectividad, hay algunas, como acabamos de ver,
de cardcter métrico.

Vamos ahora a decir algo acerca de las aplicaciones de las
transformaciones proyectivas.

1. Comencemos por hablar de la Geomeiria descriptiva, y
prescindiendo de toda sistemdtica nos fijaremos en algunos
ejemplos caracteristicos :

a) Representacion ﬁl’ana del espacio por medio de una pers-
pectiva. central.” Este. método- puede considerarse como una ge-

Figura 66

neralizacién del axonométrico (perspectiva paralela), en que en
vez de ser paralelos los rayos proyectantes pasan todos por un
mismo punto. ' .

Tomemos como centro el origen de coordenadas, y como
plano de representacién el z=1. A todo punto p (x, y, 2) le co-
rresponde otro p'(x’, ¥', 5) para el cual es 2'=1, y comio ambos
estdn en el mismo rayo proyectante, se verifica que

x:y ra=x:1y:2

De aqui resultan las ecuaciones de la transformacién que
son :

. & u
=T Ve F=

Este es, pues, un caso particular de la proyectividad, y la
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analogia con la proyeccién axonométrica, permite sospechar que,
en aquélla, el determinante es nulo. En efecto, las ecuaciones
anteriores, en coordenadas homogéneas, toman la forma:

pE=E
)
o' ¢"=¢
o't =1,

y el determinante de la sustitucion es:

OO O
OO O
b © O
o= n I [ e

Las propiedades de la proyeccién central pueden deducirse
facilmente de las de la afinidad, aprovechando esta analogia, y
teniendo en cuenta que el hoftidlogo de un plano viene dado
por una transformacién proyectiva bidimensional de determinan-
te distinto de cero.

De aquf se sigue, en particular, que, por ejemplo, las razones
dobles de cuatro puntos de una serie o de cuatro rectas de un
haz son invariantes en la transformacién.

b) El segundo ejemplo lo constituye la llamada perspecti-
va relieve, que comprende como caso limite la proyeccién .cen~
tral. Una imagen en relieve de un objeto es una figura tal, que
los rayos luminosos emitidos por sus diferentes puntos, que
pasan por el ojo de un observador, situado en un cierto punto,
producen en el observador el mismo efecto que lo harfan los
emitidos por el objeto original.

Eligiendo convenienteente el sistema de coordenadas, todo
punto y su imagen estardn alineadas con el origen, luego:

Xy ist=x1y:s 1)

La diferencia respecto del caso precedente es que aqui el
espacio no queda representado sobre un plano, sino sobre una
porcién de espacio de un ancho limitado.
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"“'Las férmulas de-la tr.meonmauon CSON 2 e et

.; Lt@£;;y  1+hy ‘;_;@Lmﬁ”“
-k e+k 7 2+ k

que, desde luego, representan una colineacién y satisfacen evi-
dentemente a las ecuaciones (1). Para formar su determinante,
basta escribirlas en coordenadas homogéneas, o sea, en la forma :

=1+k)E,

pnua+nﬁf”‘
C=1+kr{
p' = {+k L
de donde ] o
1+k 0 0 0

O - 14k 0. 0| o
=0 0 14k o TEIEE
l O . 0 1: ty /c;x)

. o Co
que es distinto de cero, salvo en los casos de ser k=0, 6
Para k=0, las férmulas (2) .se transforman en las de la
proyeccion central, y el relieve desaparece. Para k=1, se ob-
tiene x':y':3'=0; es decir, todos los puntos del espacio se
transforman en el origen de coordenadas, caso trivial de dege-
neracion, sin importancia -alguna. '

Supongamos, pues, que k>0. 'Iodo plano de ecuacion
=constante se transforma en el

, (14Fk)2
2 = e

z+ k (3)

La correspondencia establecida entre ambos planos es evi-
dentemente la originada por la radiacién de centro O al cortar-
los, ¥y no hay que examinar sino la significacién de la fér-
mula (3).

Para 5=00 (0 sea ©=0), esta ecuacién se convierte en
'+14k, lo cual quiere decir que el plano paralelo al xy a
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ia ndistancia 1+%, es el Wmiie del espacio transformado, y for-
ma, como’ si dijéramos, el fondo .del telieve sobre el cual-apa-
‘recen.'representados- los puntos.. del. mfmzto del espa(;zo pnmz-
1Yo, ol S : i

- Comeo; para a=1, ,se ‘obtiene también‘z':l, ,el planp r@pge—
sentado por esta ecuacién es doble, es decir, coincide con su
imagen. Si z crece desde 1 hasta 00, 3 crece desde 1 hasta
1+k; es decir, que limitdndose a los objetos situados detrds

del plano z= 1 (fig. -67), se. obtiene come, zmagen un, relzeve de

conl

e (z-w' ,
\ 1 ' ; % ' B r
. . ey b

Objeto : 2Ttk
IR TS PSSO 14 T SRR tlm“ge'n‘z{‘\f
ML SRS TCT TR CERNR R & SLEAVERCEPPINE I €4 T T A S

Lza7

LA
B 0 1 !
Q

LS TFmumer

fondo ]‘mzto k “Bsta hrmtamon debe, pues, tenerse en Luenta en
la préctica; y asi’'se hace efectlvamente.

De la ecuacién (3)“ de deduce, para valor de la razon doble
de'los plntos 3z, 1, & 04 /

2=1 Z—-0 z-1. (+kz  1+4k
z-—.O,‘,\_ 2—1 2—0 k(z—l) ok

de modo que, en general, puede decirse ‘de ‘ra ‘manera gene
ral ‘que se corresponden todos aquellos puntos z y z', que for-
men con los 1y 0 una razén doble de walorfijo.

En la coleccién de modelos mateméticos, hay uno que es la
perspectiva relieve de una esfera sobre un cubo, un cono de re-
volucién y un cilindro de esta misma especie; visto desde el
punto debido, da, en efecto, una impresién parecida a la de lcs
cuerpos originales, si bien hay que advertir que ciertas circuns-
tancias psicoldgicas influyen mucho en esto, pues, naturalmen-
te; ¢l hecho de dque el objeto e imagen determinén los mismos
rayos luminosos sobre el ojo, no es suficiente para dar la misma



impresién real ; para que asi ocurra, es muy conveniente tener
habito de estas observaciones. Asi, como se tiene ‘mis costum-
" bre de ver una esfera sobre un cubo, que un elipsoide sobre un
paralelepipedo oblicuo (esta es la forma de la perspectiva relie-
ve), de antemano nos sentimos inclinados a referir la impresién
luminosa recibida al primer objeto. El examen de estas circuhs-
tancias corresponde a los psicélogos, y, por tanto, no hemos de
entrar en él. : '

Lo dicho hasta aqui es suficiente para dar una primera idea
de la aplicacién de las transformaciones proyectivas en la Geo-
metria descriptiva; pero, naturalmente, conviene profundizar
mas en estos estudios, pues en mi opinidn, el de la Geometria
descriptiva es indispensable para todo profesor de Mateméticas.

2.° Otra aplicacién de las transformaciones proyectivas, con-
siste en que por medio de ellas, se pueden obiener nuevas pro-
piedades geométricas. Ya anteriormente, hemos visto ejemplo
de ello con las transformaciones afines.

a) Partimos del hecho de que una circunferencia se trans-
forma por medio de la proyeccidn central, o de la perspectiva
relieve, en una seccidn cdnica, es decir, en la seccién del cono
que se obtiene proyectando los puntos de una circunferencia
desde uno exterior a su plano, seccién que puede ser elipse,
hipérbola o pardbola, segiin la posicién del plano secante (figu-
ra 68).

b) Para la Geometria proyectiva no existe, pues, mds que
una especie de secciones conicas, porque cada una de ellas pue-
de transformarse proyectivamente en una cualquiera de las otras
o en una circunferencia. Asi vistas las cosas, entre elipse, hipér-
bola y pardbola, no existe ninguna diferencia absoluta esencial,
sino tdnicamente la circunstancia ocasionada por la posicién que
ocupen respecto de una recta que, por costumbre, se llama «del
infiniton.

¢) Vamos ahora a deducir el teorema fundamental de la ra-
zon. doble en las cdnicas: Los haces obienidos proyectando cua-
tro puntos fijos de una conica, desde otro P movible sobre ella
tienen todos la misma razdn doble, independiente de la posi-
cion de P. ‘
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Para demostrarlo, consideremos la circunferencia de la cual
se deriva por proyeccién la cénica de que se trata; como, en
esta proyeccion no varfan las razones dobles, el teorema quedara

-

Figura 68

demostrado de una manera general si se prueba que los haces
que proyectan cuatro puntos cualesquiera, fijos de una circunfe-
rencia 1, 2] 8, 4" (fig. 69), desde otros dos arbitrarios de la

N\

Figura 69

misma, P, y P’,, tienen la misma razén doble, v esto es evi-
dente, pues, por las propiedades de los 4ngulos inscritos, los
angulos del haz P', (1, 2, 3, 4'), son respectivamente, iguales
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a los del P, (1, 2, 8, 4'), y, por consiguiente, también lo son
los ,senos de estos 4ngulos, que forman las razones dobles de
los dos haces. '

d) Fundéandose en este teorema, ha definido Stciner las c6-
nicas, en general, como lugar geomiétrico de los puntos comu-
nes de cada par de rayos homdlogos de dos haces proyectivos,
es decir, lales que las cuaternas de rayos homdlogos tengan la
misma ragon doble. ' ’

Estas pocas indicaciones son suficientes para demostrar la
gran importancia de las transformaciones proyectivas en la teo-
ria de las cénicas ; pueden ser ampliadas con la lectura de cual-
quier tratado de Geometria proyectiva.

Iil. Transformaciongs puntuables de orden superior

Se llamian asi, las transformaciones represeniadas por funcio-
nes racionales de grado superior al primero, ya sean algebraicas
o transcendentes, de la forma:

x'=q(x, ¥, 5), ¥=x 9 2, =4 v 2)

De acuerdo con el caricter de estas lecciones, no haremos
un estudio sistemdtico de tales transformaciones, sino que nos
limitaremos a examinar algunos ejemiplos de importancia gene-
ral en la Mateméatica pura 0 en sus aplicaciones. Comenzare-
mos por hablar de las mas. frecuentemente usada en estas trans-
formaciones, la transformacion por radios wectores reciprocos.
12 La lransformacion por radios wvectores reciprocos.—
Como es sabido, en esta transformiacién, a cada punto P, le co-
rresponde otro P’ situado en su recta de unidn con el origen de
coordenadas, O, vy tal que el producto OP, OP’ sea constante
(figura 70). Esta transformacién, ademds de su conocida gran
i‘rn_pdi“'tancia en la Matematica pura, y especialmente en la teoria
de fwﬁ;'b:iones de wariable compleja, se usa con mucha frecuen-
cia en la Fisica, y tiene otras aplicaciones de una de las cuales
trataremos después particularmente.
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1.° .Puesto que P y I estin en una misma recta que pasa
por el orlgen de coordenadas, debe verificarse que :

X1y igd=x:yis ‘(U

Tomando la constante de la transformacién como unidad,
relacién entre las d15tanc1as OP y OP' tiene por expresién :

(P42 4+ 57 (&34 92+ 50 =1 )

por tanto, las ecuaciones de la transformacién, son

= —— =1 e ——— g = 3
_y2+22’ Yy 2Tyt 4 22 2% + y* + 22 ®

asi como sus reciprocas :

' ’ , 1// z

Y =TT =

X = g g ! g 74 'y ? e
z? Y+t x? Yy 22 £ +oy? + 22

(4

las cuales nos dicen que se trata de un caso particular de las lla-
madas transformaciones birracionales cuadrdticas.

Figura 5o

Existe una clase muy extensa de tales transformaciones bi-
rracionales (en general biunivocas) que en los dos sentidos se
representan por funciones racionales, y bajo el nombre de {rans-
formaciones cremonianas son objeto-de una teoria general, de
la que sélo expondremos sus mds sencillos representantes.

2.° Las ecuaciones (3) y (4) muestran también que la trans-
formacién es biunivoca, con la sola excepcién del origen de
coordenadas ; pues cuando x, ¥, z tienden simultdneamente 2
cero, el denominador de (8) de orden superior el numerador, se
anula, y, por consiguiente, %', ¥, 5', se hacen infinitas; pode-
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mos, pues, decir, que el origen es punto limile de la transfor-
macién. Reciprocamente, para todos los puntos del infinito, se
obtiene como homélogo el origen de coordenadas ; utilizando la
terminologia ya antes introducida, diremos que a este punto le
corresponde un punto tinico del plano del infinito.

La denominacién de plano del infinito, estaba justificada al
tratarse de las transformaciones proyectivas, porque en ellas, los
puntos homélogos de todos los del infinito, estdn en un plano,
y utilizando esta locucién, se podian enunciar los teoremas con
toda generalidad y sin la distincién de casos particulares, ni
excepciones. Nada hay ahora que nos impida adoptar una for-
ma distinta de expresién:, para también poder enunciar en este
caso los teoremas sin excepciones: el campo del infinito se
transforma aqui en un punto, luego, diremos, simpleniente, que
existe un solo punto del infinito que en esta transformacion tie-
ne por homdlogo el origen de coordenadas. Con esto, la trans-
formacidn es biunivoca, sin excepcion.

Nunca sé-insistird bastante en decir que con estas expresio-
nes no se roza para nada lacuestién metafisica de la verdadera
naturaleza de los elementos del infinito, de la que ahora, como
antes, parescindimds totalmente. Siempre hay, sin embargo, gen-
tes que, acostumbradas a utilizar s6lo uno de estos modos de
.expresién, quisieran atribuirle “un sentido transcendental, con
lo cual se llega a veces a verdaderas porfias entre unos ¥
otros. En realidad, a ‘todos ellos les falta razén: olvidan que
sélo se trata de convenios arbitraries, comodos para uno u otro
.objeto. o

3.° La propiedad mas importante de la transformacién por
radios vectores reciprocos es, diche en términos generales, que
convierte esferas-en esferas.:En efecto, la ecuacidon de una es-
fera.tiene la forma: .« pens

"A(%? 4y 5%+ Bx'+ Cy's De'F E=0 (1)

de la cual,‘sustituyendo‘ x v, & ﬁor'v‘anres’ (8), el término
cuadrético por el deducido de (2), ¥ multiplicado por '

'3

x,'2_l‘_:v'2‘.+z 2
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resulta :
oA+ B4+ Cy+ D+ E(x*+y* +5%) =0

que representa otra esfera. .
 Haciendo A=0 en la ecuacién (5), se obtienen planos que,
en cierto modo, pueden considerarse como esferas singulares
que cantienen el punio del infinito; a las cuales corresponden,
por consiguiente, como homoélogas, otras que pasan por €l ori-
gen de coordenadas. Reciprocamente, toda esfera que contenga
al ‘origen, tiene como homéloga otra que pasa por el punto del
infinito (plano). Con estos convenios, el teorema es completa-
miente general y puede decirse que a una esfera le corresponde
_siempre otra esfera. :
Una circunférencia puede definirse como interseccién de dos
esferas (o una esfera y un plano), y tiene, por lo tanto, como

3

Figura 71

homdloga, otra circunferencia. Entre las circunferencias se com-
prende las lineas rectas como circunferencias que pasan por el
punto “del infinito, v les corresponden circunferencias que pa-
san por el origen de coordenadas. - '
4° Este dltimo teorema subsiste evidentemente, cuando la.
transformapm’n se limita al interior de un plano y da una elegah—
te solucién al problema de realizar mecdnicamente movimientos
rectilineos, que 'es sumamente elemental e interesa también a
los no matematicos. Se trata de hacer que el punto comin a dos®
barras rigidas articuladas describa una recta, problema que tuve
la mayor importancia en la construccién de maquinas de vapor
y permiti6 la transformacién del movimiento rectilineo de vaivén
del émbolo en el circular del extremo de la biela.
- Aqui nos interesa el inversor construido en 1864 por el ofi-
cial francés Peaucellier, que consiste (fig. 71) en seis warillas
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articuladas ; dos de ellas, de longitud [, unidas por sus extre-
mos a un punto fijo O ; y las otras cuatro de longitud m, for-
mando un rombo con dos vértices opuestos en los extremos de
las varillas [, y los otros dos p y p' libres. El aparato tiene dos
grados de libertad, puesto.que puede moverse, o bien, variando -
el dngulo que las dos varillas [ forman entre si, o haciéndolas
girar alrededor de O. Efectuando tanto uno como el otro mowi-
miento, los puntos O, P y P permanecen constantemente en
linea recta, y cualqmera que sea la posicion de P, se veri-
fica que:

OP . OP' =[*—m*=constante

lo cual nos dice que el aparalo efectia una transformacidn por
radios vectores reciproces que tiene-por -centro sel punto O. El
punto P’ recorrera, pues, una recta cuando el P recorra una cir-
cunferencia, lo que se consigue afiadiendo al aparato otra vari-
lla PC susceptible de girar alrededor de C, punto medio del
segmento, ‘cuyos extremos son O y la posicién primitiva de P.
De este modo queda sélo un grado de libertad y P’ recorre,
efectivamente, una recta, pero no toda entera, sino sélo un seg-
mento de ella, limitado por la condicién de que sus puntos es-
tén a una distancia de O menor que I+m, maxima que permite
la longitud de las varillas,

En algunos modelos, el punto p puede desplazarse un poco,
de modo que la circunferencia descrita por P no pasa por O,
sino muy cerca de él, con lo cual, P’ no recorre ya una recta,
sino una circunferencia de radio muy grande. El aparato asi mo-
dificado es también susceptible de aplicaciones utiles.

6.° Entre las propiedades més importantes de la transfor-
macién por radios vectores reciprocos, estd la de ser conforme,
es decir, conservar la amplitud del dngulo formado por dos su-
perficies en cualquiera de los puntos de su linea de interseccion,
-propiedad que no demostramoq por no descender a detalles en
esta rdpida ojeada.

La proyeccion estercogrifica es un caso particular de la
transformacién por radios reciprocos, que tiene una gran impor-
tancia en la prictica. Se obtiene considerando una esfera que
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tenga por homdlogo el plano z'=1, esfera cuya ecuacién, segun
la tercera -de las (8), es '

r4

x2+y2+z2

que puede también escribirse en la forma :

x?-i—y‘-’-{—(z—-%—)?:—i—

que indica que la esfera buscada es la de mdw-—c;—, que tiene

oMo (;ehtro el punio z:—;—del eje z, la cual pasa por el ori-
gen v es tangente al plano z'=1 del dibujo (fig. 72). Los pun-
AZ

2'=7 v P

;__ (4

[7
Figura 72

tos de la esfera se representan en el plano, proyectandolos so-
bre él desde el origen O.

Las propiedades de esta transformacién no necesitan casi de-
mostrarse, sino que se pueden ver intuitivamente en la figura. -
Las més importantes son las siguientes:

a) La transformacion es biunivoca sin excepcion, con tal
de considerar todos los puntos del infinito- del plano como uno
solo, al que corresponde el .origen.

by Las circunferencias trazadas en la esfera, lienen por ho-
mdlogas circunferencias del plano. Si pasan por el origen sus
homélogas pasan por el punto del infinito del plano; es decir,
son rectas.
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-¢) La representacién es conforme.

La importancia de la p_royéccién estereografica en la teoria
de funciones, se ha visto ya en el primer tomo de esta obra.
Se aplica también mucho en la Geograffa y en la Astronomia,
habiendo sido ya conocida por los antiguos astrénomos, y em-
pledndose hoy en las cartas hemisféricas y de las tierras po-
lares.

2. Proyecciones cartogrificas mds generales.

La teoria de las cartas geogrificas debe tener un lugar en la
segunda -ensefianza, no sélo porque los alumnos deben saber
cémo estan dibujados los mapas de sus atlas, sino también por-
que, el profesor de Mateméticas obtendr4 mucho més provecho
en su enseflanza, no limitdndose exclusivamente a tratar asun-
tos abstractos.

Para mayor comodidad, supongamos la esfera terrestre pro-
yectada estereograficamente sobre el plano xy. Si queremos re-
presentarla sobre otro plano &g, la transformacién estard definida
por dos ecuaciones :

E=o(x, ¥), n=x(x, ¥)

Las representaciones mds usadas en la prictica, son las lla-
madas conformes, que se obtienen considerando la variable
compleja £+iy como funcion analitica de la x+iy:

§+in=f(x+iy)=¢(x, y)+ix(, y)

Es de advertir, sin embargo, que en la practica de la Geogra-
fia, son también muy utilizadas representaciones no conformes,
asf que no debe suponerse, como a veces ocurre, que sélo las
conformes son importantes.

Entre las representaciones conformes més importantes figura
la proyeccién ideada en 1550 por el famoso mateméatico Gerhard
Merkator (cuyo vetdadero nombre era el bien alemén Kremer),
con arreglo a la cual, estin dibujados muchos mapas terres-
tres de casi todos los atlas. Esta proyeccién se define toman-
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do'como funcién analitica f la logaritmica, es decir, por la ecua-
s 2
cidn : ‘

Etin=log (% +iy)

De esta férmula, los versados en Matemdticas pueden deducir
facilmente las propiedades de la representacién, cosa que se hace
dificil a los gedgrafos que carecen de formacién matemética.
Tomando en el plano xy coordenadas polares (fig. 73), y po-

niendo %+iy=r.¢'? se obtiene:
Etin=log (r.e*? )f'.:~__ logr+io

de donde:

j=logr, n=v
' »
Si se toma como centro de la proyeccién estereografica el
polo sur de la tierra, al norte le corresponde el origen de coor-
denadas del plano xy, y los meridianos tienen por homélogas

]
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Figura 73 Figura y4

las rectas gp=constante, que en la proyeccién de Merkator es-
tan representadas (fig. 74), por las rectas w~=constante, parale-
las al eje E.+El polo norte y el sur, son los puntos del infini-
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ro de estas rectas tomado en uno u otro sentido ;- el polo norte
{(E=—o00) a la izquierda y el sur (5= +00) a la derecha. Como
el 4ngulo ¢ estd determinado, salvo cualquier multiplo par 2k=
de = la representacién no es biunivoca y la superficié terréstre
estd representada por'cada una de las fajas de anchura igual
a 2r, paralelas al eje &.

A los paralelos corresponden en la proyeccién estereogra-
fica las circunferencias r=constante y en la de Merkator las
rectas paralelas &=constante, como era de esperar; pues, por
ser la representacién conforme, tienen que ser trayectorias or-
togonales de las rectas paralelas, homélggas de los meridia-
nos. En particular; el ecuader (r=1), tiene'como homdlogo el eje
n (E=0). - A - i

El ejemplo de la proyeccién de Merkator es suficiente para
iniciarse en el estudio de las numerosas transformaciones usa-
das en la téorfa de las cartas geograficas. Conviene, sin embar-
go, indicar alguﬁos teoremas generales, entre los cuales los més
importantes son los llamados teoremas de Tissol.

Sean dos mapas de la esfera terrestre dibujados sobre los
planos xy y v, respectivamente, cuyos mapas pueden ser ele-
gidos arbitrariamiente e incluso no conformes. Entre ellos exis
tird, no obstante, una relacién de la forma:

E=o(x,9), w=x(x )

Fijémonos tnicamente en los entornos dé dos puntos ho.
mologos (x,, ¥,) Vv (&, w,), tales, por consiguiente, que se ve-
rifica : .

20”?“3 (%os ¥o)y =X (X5 o)

N

%

Para ello, introduzcamos las nuevas variables &', y" &, ¥/,
definidas por las ecuaciones: '

X=Xy X, Y=Yty

E=E,4+E, n=1,+7
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con lo cual, las funciones ¢, x se pueden desarrollar por la fér.
mula de Taylor en las sumas

e _ (2% .x'_,__?_‘-’; A
cu—(995>0 (3?/)0 v
1= (5a), (G ) v

donde las derivadas estdn tomadas en el punto x=x, y=y,, y
los puntos suspensivos representan los términos de orden su-
perior en x', ¥'. Limitdndonos a considerar un entorno del pun-
to (x,, v,) Suficientemente pequefio para que estos términos li-
neales den los valores de &, %, con la aproximacién requerida,
para lo cual,.naturalmente, es ‘preciso excluir de la considera-
cién el punto (x,, ¥,), para el cyal las cuatro derivadas parcia-
les se anulan, para cada uno de ellos se obtienen dos ecuacio-
nes lineales entre «', y', &, %', que nos dicen que dos represen-
taciones geogrdficas del mismo terreno, estdin relacionadas en las
proximidades de un lugar arbitrario (y no singular), por me-
dio de una transformacidn afin. Esta propiedad es el funda-
mento de los teoremas de Tissot, que se deducen facilmente de
ella aplicando los teoremas sobre la afinidad que aqui hemos
enunciado. Asi, por ejemplo, el determinante de la transforma-
cién afin es en este caso

|E.6)
G639

que, como es sabido, es el determinante funcional de ¢, x en el
punto (x,, y,)+ Admitiremos que A es distinto de cero, porque
en el caso contrario el 4rea de un entorno de (x, y), viene repre-
sentada por un arco en el plano &y, lo cual no tiene interés en
Geografia. Siendo, pues, A%0, basta recordar una propiedad de
la transformacién afin (pag. 78), para afirmar que el entorno
del punto (8, n,) se obtiene del (x,, y,) con aproximacion sufi-
ciente sometiendo a este wltimo a dos dilataciones, en direccio-
nes perpendiculares entre si, y haciéndole girar después un dn-
gulo conveniente. '
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Este teorema, obtenido por Tissot de un modo intuitivo cons-
tituye un interesante ejemplo, de cémo los quée se dedican a
las ciencias de aplicacién cuidan’ de satnsfaaer las exigencias
mateméticas de sus respectivas. disciplinas.

3. La 1fransformacwn puntual biunivoce y continua mds.
general. '

Todas las funciones-hasta aqui empleadas para definir una
transformacién eran continuas y  derivables cuantas veces se
quiera, en una-palabra; analiticas y (susceptibles de -desarro-
Harse ;en- serie de -Taylor),, pero tambi¢n -hemos visto que se uti-
lizan funciones' no sdlo ‘multiformes, sino infinitiformes (por
ejemplo, el logaritmo).,_Ahora vamos a fijarnos en la condicién
esencial de que las funciones representativas sean univocas, sin
excepcion, en -ambos sentidos, y sin otra condicidn que la de
ser continuas, sin hacer hipétesis alguna-acerca de su derivabi-
lidad, etc., y estudiaremos las propiedades de las figuras geo-
métricas, invariantes en las transformaciones continuas asi de-
finidas. Esto equivaldria, por ejemplo; a investigar cudles ca-
racteristicas permanecen invariables en figuras dibujadas sobre
un trozo de caucho, cuando éste se deforma de un modo arbi-
trario sin romperlo.

El conjunto de plopledades as{ obtenido recibe el nombre
de Andlisis situs y podria dicirse que constituye la teora de
las relaciones mds puras de posictén, cowiptetamente indepen—
dientes de toda relacion de magnitud (*).

El nombre procede de Riemann que, en 1857, realizé por pri-
alera vez investigaciones de esta naturaleza en él famoso tra-
bajo que lleva el titulo de Theorie der Abelschen Funktio-
nen (**).

(*) Esto hace que, modernamente, se designe a esta rama de la cien~
cia con el nombre de Geometria de la posicidn, que antes se dié por algu-
nos a la Geometria proyectiva. (N. del T.)

(**) Journal {f. d. reine und angewandte Mathematik. Bd. 54, Gesam.
Mathematische Werke (2 Auflage. Leipzig, 1882), pag. 88.

La palabra andlisis, la usa Riemann en el mismo sentido. de Leibniz.
es decir, en el metodolégico, v no en el que hoy se le da én Mateméticas.
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El Andlisis situs acostumbra incluirse en la teorfa de fun-
ciones, 'mientras que en la Geometria es casi siempre omitido.
“Una excepcién que. conviene mencionar es la de Mobius, que
en un trabajo publicado en 1861 se ocupa de . nalisis situs es-
tudiando figuras transformables entre si por medio de defor.-
maciones continuas. A

En este estudio nos <)Cupmemos unicamente de superficies.
En primer lugar, se presenta la diferenciacion enire superficies
de una cara y de dos caras, de la cual va hemos tenido ocasién
de hablar al principio de este libro con motivo de la superficie
de Mobius, que recorrida de un modo continuo permitia pasar
insensibleniente de uno a otro lado. Esta propiedad se conserva
ﬁyidentemehfe en todas las deformaciones continuas, de mode

L7 £

Figura 73

que en Andlisis .situs es preciso, ante todo, hacer la distincion
entre superficies de una cara y de dos caras.

- Aunque la teoria de las supelflmes de una cara no presenta
dificultades especiales, aqui nos. ocuparemos solamente de las
de dos caras, que son las Unicas que suelen utnhzarse en la
teoria de funciones. Cada una de estas superflcles esta caracte-
rwada en Anal%szs situs por dos numeros naturales que son: el
NUMETO (1. ‘de sus bordes y el p de los cortes que se le pueden
dar sin que se dxescomf)ongan en parle sej)aradas (genm'o) en
términos mi4s precisos: Dos superficies de dos caras pueden
ser relacionadas de una manera biunivoca .y conlinua, o como
ahora se dice, son homeomorfas cuando aquellos mivmeros .y
p sean respectivamente zgualas en ambas. La demostmmén de

ésto nos llevarfa muy lejos ; por ello, nos llmltalemos a algunos
ejemplos que aclaren la significacién de estos numeros p y p.

Sean, por ejemiplo, una esfera, un toro (amllo circular), y un
doble anillo representados esquematicamente en la figura 75.
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Todas estas superficies son cerradas y carecen, por tanto, de
bordes, luego w=0 para las tres. La esfera queda descom-
puesta por cualquier curva cerrada dibujada en ella, en dos
partes separadas, luego en la esfera es p=0. En el anillo en
cambio se. puede trazar un meridiano sin descomponer la su-
perficie en dos partes, “pero una vez trasado el meridiano, si se
traza otra seccién, la divide en dos partes; asf, pﬂes, p=1. En
el doble anillo se pueden trazar las dos curvas meridianas I,
y L, sin romper la conexién de la-superficie, luego p=2.

Es f4cil ver que afiadiendo anillos se puede llegar a obte-
ner una superficie para la cual p tenga un valor previa y arbi-
trariamente fijado. Para-que y alcance un valor dado basta ha-
cer pequerios agujeros, con_lo cual se obtiene el nimero que

Figura %6 Figura 77

se quiera de bordes. De este modo se pueden obtener suprfi-
cies con p y p iguales a numeros prefijados, las cuales son
homeomorfas con todas las que tienen los mismos valores de p
v p, aun cudndo la apariencia de unas y otras sea completa-
mente distinta.

Riemann ha ideado, para clasificar estas superficies, el con-
cepto de conexidn, designando como grado de la conexidn al
numero 2p+p, y a Jas superficies de esta condicién las llama
(2p +p) simplemente.conexas, asf, dice que una superficie es
simplemente conexa cuando 2p+p=1, para lo cual basta que
sea p=0 y p=1. Un ejemplo es la esfera -con un.agujero que
ensanchando éste de una 'manera continua puede transformar en
un disco circular (fig. 76). .

Riemann introdujo también el concepto de corte (Quersch-
nitt) aplicada a toda seccién trazada desde un punto de un bor-
de a otro, siendo naturalmente preciso para que puedan trazar-
se, que la superficie tengan bordes, es decir, que p>0. Todo
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corte disminuye en una unidad el grado de conexidn, de lai
modo que una superficie con p>0 queda converlida en simple-
menle conexa por medio de 2 p+p—1 cortes. Asi, por ejemplo,
si en un anillo (fig. 77) con un agujero (p=p=1), se traza un
corte g, entre los bordes de ésté, y otro g, que empiece y ter-
mine en el q,, el grado de conexién de la superficie queda re-
ducido de 2.1+1=3 a 1.

En lo que se refiere a bibliografia de -Andlisis situs, debe
citarse como exposicién que comprende no sélo las superficies, '
sino cualesquiera otras figuras, el articulo de M. Dehn y P.
Heegard en la Enzyklopddie der mathematischen Wissensechaf-
ten (II1 ABS3), que tiene el defecto de ser demasiado abstracto.
Es de desear una exposicién mas facilmente accesible a los prin-
cipiantes, a quienes debe comenzarse por mostrar ejemplos sen-
cillos, antes de hacerles entrar en el campo de las ideas ge-
nerales.

El Analisis situs desempefia un importante papel en-la Fisi-
ca, especialmente en la teoria del potencial. En la Matematica
elemental estd representado por el teorema de Euler, que como
es sabido, dice que en todo poliedro ordinario que tenga C ca-
ras, A aristas y V wvértices, se verifica-la relacion : '

C+V=A4A+9

Si el poliedro se deforma de un modo arbitrario pero con-
tinuo, los tres numeros permanecen constantes, de modo que
la ecuacién subsiste. Los tres .niumeros C, ¥V y A pueden consi-
derarse como nidmero de caras, vértices y aristas de una des-
composicion arbitraria de la esfera o de una superficie homeomor- -
fa con ella, en la cual cada parte sea simplemente conexa.

El teorema puede.generalizarse para superficies de cualquier
género diciendo que si una superficie se divide por medio de
A lineas en C porciones simplemente comexas, con V wértices
entre todas, se verifica que

C+V=A+2—2

si es p el mdximo numero de cortes que se puede dar a la su-
perficie, sin descomponerla.
El lector puede intentar por si mismo, la demostracién de
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este teorema, que por otra parte puede encontrarse en el citado
trabajo de M. Dehn y P. Meegard; naturalmente, existen otras
muchas generalizaciones de este teorema.,

Con esto, terminamos lo relativo a las transformaciones pun-
tuales, en general, y vamos a ver ahora, también de manera
rapida, algo acerca de las transformaciones que hacen corres-
ponder a los puntos elementos geométricos de otra especie.

V. Transformaciones con cambio de los elementos espaciales

1. Transformaciones correlativas.

Como primera clase de estas correspondencias con cambio
de naturaleza en los élementos homélogos figuran las que hacen
corresponder punto a recta en el espacio de dos dimensiones, v
punto a plano en el de tres. En este estudio nos limitaremos
exclusivamente a las primeras, adoptando el método de exposi-
cién empleado por Pliicker en sus va citados Estudios analftico-
geomiélricos. R

La idea fundamental es, como ya en otro lugar mdlcamos,
tonsiderar las constantes » v v de la ecuacién

ux+vy=1 1

como coordenadas de la recta representada por ella, y operar
con estas coordenadas del mismo 'modo que con las de puntos,
. establéciendo asf una nueva Geometrla analftica paralela con la
primitiva. Por ejemiplo; a la curva lugar geomélrico de los pun-
tos representados por la ecuacion f(x, y)=0, le corfesponde la
curva envolvente de las rectas representadas por la ecuacion
g(u, v)=0. Para estudiar .la transformacién correlatlva, tome-
mos dos planos P y P', y en este tltimo, coordenadas x', y’
de puntos, ligados a las u, v, de rectas del plano P, por las
ecuaciones

U=o (xl’ yl)) =) (x‘,r 3")‘ (2)

De este modo, a cada punto (x', y) de P’ le corresponde en
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P una recta, cuya ecuacién se obtiene sustituyendo estos valo-
res en la (1). ,

1.2 El ejemplo mds sencillo de una transformacién de esta.
indole, est4d dado por las ecuaciones :

w=x, o=y 3)

por medio de las cuales, el punto (x', ¥') del plano P’ se trans-
forma en la recta

xxty'y=1 (3)

del plano P. :

Si imaginamos los planos P y P’ superpuestos de modo que
coincidan los ejes .de coordenadas de ambos, la recta (8) es la
polar del punto (x', ) respecto de la circunferencia 22+ yih=1,
trazada con un radio igual a la unidad y el origen como centro.

Plxiy) g glan)
\\
AY
\\
\ 0 x
3 /
Figura 78

La transformacién de que nos ocupamos, no es, pues, olra
cosa que la conocida polaridad respecto de la circunferencia
(figura 78),

Para definir la transformacién, no son precisas las dos ecua-
ciones (3), sino que basta con la (3") que determina la rec-
ta homéloga de cada punto (x', ¥"). Como esta ecuacién es si.
métrica, los dos planos P y P’ desempeiian el mismo papel en
la “transformacidn; es decir, que a cada punto de P debe co-
rresponder también una recta en P’ y como los dos planos
estin superpuestos, a un punto cualquiera le debe correspon-
der la misma recta, ya se considere como perteneciente a uno
0 a otro plano.
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La transformacién se llama correlativa en atencién a la pri-
mera de estas dos propiedades, y reciproca a causa de la segun-
da. Esta reciprocidad permite suprimir la distincién entre los
dos planos y hablar de polo y polar situados en un planc
unico. .

En cuanto a otras propiedades de esta transformacién, li-
mitémonos a observar que a una curva del plano P’, descrita
por el punto (x', ¥'), corresponde la linea del plano P, envuel-
ta por las rectas (u, ).

2. Del mismo modo que en la colineacién, se puede ob-
tener la fransformacion correlativa gemeral, igualando u y v a
funciones lineales de x', y' con el mismo denominador :

ajx'+b1y'+cl
agxl'i_bgy, + Cg

as k' + by’ + ¢
Cagx’ by oy

Sustituyendo estos valores en (1) y multiplicando por el de-
nominador comun, se obtiene, gracias a la arbitrariedad de los
nueve coeficientes a,, ..., b, la ecuacidn mds general, lineal, tanto
respecto de x, y como de X', y'

a, 2x +by 2y 2+ ay Yy’ —i-'b'2 Yy tey—asx —byy ez =0 (&)

Reciprocamenie : una ecuacion «bilineal de esta forma re-
presenta una transformacidow correlativa enire los planos Py P,
puesto que fijado un punto, o sea un par de coordenadas en
uno de los planos, la ecuacién es lineal respecto de las otras
dos, luego representa en el segundo plano una recta, homdlo-
ga del punto dado.

3.° Esta correspondencia serd también reciproca, en el sen-
tido antes indicado, tnicamente en el caso de que cada dos
términos simétricos de la ecuacién.(4’) tengan el mismo coefi-
ciente ; es decir, cuando pueda escribirse en la forma:

Axx +Bay +yx)+Cyy' + D@+2)+ Ey+y)+F =0 )
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La transformacién que esta ecuacién define, no es otra cosa
que la polaridad respecto de la conica :

Ax*4+2Bxy+Cy*+2Dx+2Ey + F=0

Toda polaridad respecto de una conica, es una correspon-
dencia correlativa -y reciproca.

Generalizando estas correspondencias, se llega a otras muy
importantes, las llamadas transformaciones de contacto.

2. Transformaciones de contacto.

Estas transformaciones, as{ llamadas por Sophus Lie, se ob-
tienen utilizando en lugar de la ecuacién bilineal (4'), ‘una de

Figura 79

grado superior arbitrario, que, naturalmente, satisfaga a las
condiciones precisas de continuidad

Q(x, y, ¥, ¥)=0 M

Esta ecuacién fué llamada directriz por Pliicker, a quien se
debe el estudio que a continuacién exponemos.

Fijado un par de valores para x e y, queda determinado un
punto P del plano = (fig. 79), al cual corresponde en el =’ la cur-
va C' representada por la ecuacién Q=0 después de sustitui-
dos en ella los valores fijos de x e ¥, que hemos tomado.

Si el punto que se toma es el P'(x', y') del plano «', fijos
los valores de «' e y', la ecuacidn Q=0 tiene por variables las
x ey, y representa una curva C del plano = que necesariamente
ha de pasar por el primer punto P. Con esto queda estableci-
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da una correspondencia entre los puntos P del plano = y las
o0? curvas C' del plano =’ por una parte, v entre los puntos P’
y las infinitas curvas C por otra. Si el punto P se mueve sobre
el plano =, a cada una de sus posiciones le corresponde una
curva C" y el conjunto de todas ellas envuelve wna nueva cur-
va K', que puede considerarse como homologa de la K des-
crita por el punto P.

De este 'modo queda definida, mediante la ecuacién Q=0,
una transformacién del plano = en el =', tal que a cada curva
del primero, corresponde otra en el segundo.

Para seguir analiticamente estas consideraciones, imagine-
mos sustituida la curva K por un poligono rectilineo de lados
muy pequefios, como para facilitar la intuicién se acostumbra

Pl
T p' !

Figura 8o

hacer en el Cdlculo diferencial y veamos qué figura correspon-
de a uno de tales poligonos, efectuando al mismo tiempo siem-
pre el obligado paso al limite, lo cual quiere decir que al ha-
blar de un lado del poligono nos referimos al llamado elemento
lineal, conjunto de un punto P y la direccion de su movimiento
(direccién de la tangente a' K en P). Tomemos ahora en esta di-
reccién de P un punto P, (fig. 80) de coordenadas x4 dx, y+dy,

siendo dx, dy infinitésimos arbitrarios, pero tales que —Z—E con-
x
serve el valor p que caracteriza la direccién -dada. Al punto P

corresponde en =’ la curva C', cuya ecuacién es
Qx,y; «',y)=0

en la que x', y' son las coordenadas variables; al punto P, co-
rresponde la linea C’, de ecuacién

Qx+dx, y+dy; %, y)=0
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que desarrollando respecto de dx y dy, y considerando solamen-
te los términos lineales, da :

' 3 3
Qx,y; x’,y')+——9—dac+—9—dy=0
Jdx QY

De estas dos ecuaciones se deducen las coordenadas x' e y’

del punto A" de interseccién de C' y C’, que en el limite es el de
contacto de C' con la envolvente K'. Como hemos puesto p = gy—
xz

las dos ecuaciones pueden sustituirse por

Q(x’?‘; ‘E',.’é/')=0
2Q  2Q : 2
TREY "

C' y C', tienen comtn en el punto P, en el limite, la tangente
dw

Esta tangente que es también la de la envolvente K' en el
punto P’, estd determinada por la ecuacidn, deducida de la
Q=0:

cuya direccién estd dada por el valor p'=

2 R
_%.dx'—.{_ (%dylzo’
oz 2y

que puede escribirse en la forma :

2Q  0Q ,
e T, Y =0 3)

Dado, pues, un punto P en la curva K, y la direccién p de
la tangente en dicho punto, por medio de las ecuaciones (2) y
(3) se obtiene el punto P’ homélogo en K' y la direccién p’ de
la tangente a K' en P'. Por consiguiente, la fransformacion ha-
ce corresponder a todo elemenio de linea (x, y, p) del plano =,
otro (x', y' p') en el plano «'.

Repitiendo estas. consideraciones, para todos los lados del
poligono aproximado a la curva K, y, por tanto, a los elemen-
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tos lineales de ésta, se obtiene como homélogo en P’ otro po-
ligono aproximado a la curva K' y los elementos lineales de ésta.
Asi, pues, cuando x, y, p toman los valores de las coordena-
das y de la direccion de la tangente en todos los punios de K,
las ecuaciones (2) en x' e y' representan la curva K' homdloga
de la K (fig. 81). '

"

Figura 81

Si dos curvas de = son tangentes, tienen un elemento -
neal comin, luego sus homdélogas habrdn de tenerlo también y
ser, por lo tanto, tangentes. El contacto de dos curvas es, pues,
una propiedad invariante en la tramsformacidn, razén por la
cual, Sophus Lie (*), iniciador de esta teorfa, ha llamado trans-
formaciones de contacto a las de esta indole.

Una vez dicho esto acerca de las transformaciones en las
cuales los elementos homdlogos son de naturalezas distintas,
veamos algunos ejemplos de cémo pueden ser aplicadas.

3. Algunos ejemplos.

Comencemos por tratar de las transformaciones correlativas
y del papel que representan en la teoria de la forma de las cur-
vas algebraicas y vamos a ver cdmo varfan formas tipicas de
curvas en transformaciones correlativas, por ejemplo, en la po-
laridad respecto de una cénica, limitdndonos, naturalmente, a
considerar unos muy pocos casos caracteristicos.

(*y Sophus Lie u. Scheffers. «Geometrie der Beriihrungstransformatio-
nen». Bd. 1. Leipzig, 1896. Del segundo tomo sélo se han publicado los
tres primeros capitulcs, Math. Ann. tomo 59, 1904.
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Sea la curva de tercer orden del tipo de la representada en
la figura 82, que tiene una asintota y puede ser cortada por una
recta en uno o tres puntos reales. Esta curva puede convertirse
en otra con tres asintotas, por medio de una transformacién
proyectiva que haga corresponder a una de las rectas que la

Figura 82 Figura 83

cortan en tres puntos, la del infinito del plano. En uno y otro
caso, la curva tiene tres puntos de inflexién reales y alineados.
Por medio de una transformacién correlativa, se obtiene una
curva de tercera clase, a la cual se pueden trazar por cada pun-.
to exterior una o tres tangentes reales. Los tres puntos de in-
flexién de la curva primitiva tienen por homélogos en la trans-
formada, tres de retroceso, v a la propiedad de estar aquéllos

Figura 84

en linea recta, corresponde la de que las langenies en los tres
puntos de retroceso pasan por un punio (fig. 83). Cosas andlo-
gas pueden decirse de las curvas de cuarto orden y cuarla clase.
Una curva de cuarto orden puede afectar la forma de un dovalo
con una concavidad vy aun con dos, ires o cuatro (fig. 84).
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En el prinier caso, la curva tiene dos puntos de inflexion y una
tangente doble y en los demds casos el nimero de estos elemen-
tos aumenta hasta llegar a ocho puntos de inflexidn y cuatro
tangentes dobles. Al efectuar la correlacién, como a una tangen-
te doble corresponde un punio doble, se obtienen tipos de cur-
vas de cuarla clase, con un numero variable de dos a ocho pun-
tos de retroceso y de una a cuatro tangenies dobles (fig. 85). El
examen de las formas que pueden tener las curvas algebraicas
tiene un gran atractivo y en él deben ejercitarse los alumnos ;
nosotros hemos de conformarnos en esta expdsicién con lo dicho,
que es suficiente para ver cdmo las transformaciones correlati-
vas, partiendo de una misma ley, conducen a figuras que, a pri-
mera vista, no pueden sea méas diferentes.

Figura 83

‘Hablemos ahora de las aplicaciones de lu teoria de lus trans-
formaciones de contacto, que nos muestra un interesante ejemplo
de que su idea, como la mayor parte de las ideas teéricas real-
mente felices, encuentra en la practica un vasto campo de aplica-
cién, de tal manera que antes de la elaboracién teérica ya habian
sido précticamente manejadas. Al decir esto, pensamos ahora,
concretamiente, en la ya antigua teoria de las ruedas dentadas, la
cual constituye un capftulo especial en la Cinemdlica, de la teo-
ria de los mecanismos, de gran importancia en la técnica. En la
Cinemdtica se estudian también los mecanismos, de que otras ve-
ces hemos hablado, para moviniientos rectilineos.

Claro es que de ésta como de otras disciplinas cientificas,
s6lo podemos mostrar en este curso algunos ejemplos sencillos
que den idea de su fin y de su importancia y provoquen el deseo
de acudir a los tratados especiales ; para orientacién general res-
pecto a la Cinemdtica es recomiendable el articulo de 4. Schoen-

»
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. flies (IV, 8) en la Enciclopedia, en el que figura una abundante
bibliografia.

El problemia de la construccidn de las ruedas dentadas es el
de transmitir el moviniiento uniforme de una rueda a otra y como
al hacerlo también se transportan fuerzas, no basta hacer rodar
la una sobre la otra (fig. 86), sino que hay que dotarlas de dientes
de tal modo que engranen, es decir, los salientes de la una enca-
jen en los entrantes de la otra. El problenia, es pues, el de encon-
trar la formia de los perfiles de estos dientes, lal que una rola-
cidn uniforme de una rueda produsca una rotacion también uni-
forme de la otra, problemia también interesante desde el punto de
vista geométrico. La parte mas importante de la solucién es la

Figura 86 Figura &7

siguiente : Los dientes de una rueda pueden ser escogidos de
manera arbitraria, con las naturales restricciones, inipuestas por la
realizacién practica, de que no tengan contacto unos con otros, y
los dientes de la segunda rueda estdn completamente delermiina-
dos por los de la primera de los cuales se deducen mediante una
transformacion de contacto, que se fija de una vez para siempre.

Nos limitaremos a explicar la significacién de este teorema sin
demostrarlo. La primera rueda R,, se puedé suponer fija, en
cuyo caso la otra R,, se mueve alrededor de ella, describiendo
cada uno de sus puntos una epicicloide (fig. 87), que serd natural
si el punto considerado estd en la circunferencia R, y -acortada o
alargada si se supone, respectivamente, dentro o fuera de dicha
circunferencia. De este miodo, a cada punto del plano movible R,,
corresponde en el fijo R, una determinada curva, v la ecuacién
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de esta correspondencia define una transformacidn de conlacto,
caracteristica de las ruedas dentadas.

. Finalmente, veamos la aplicacién que este principio tedrico
puede tener en la practica. Supongamos, por ejemplo, que los
dientes de R, sean puntos, o mejor dicho, pequefios circulos,
ya que los puntos serian incapaces de transmitir fuerza al-
guna. Cada uno de estos circulos, tiene por homdloga en la
transformacién de contacto, una curva que difiere muy poco

Figura 88 Figura 89

de una epicicloide, puesto que es paralela a ella a una distan-
cia igual al radio del circulo. Los dientes circulares deben rodar
sobre dicha curva, luego ésta constituye el perfil que hay que
dar a los dientes de R, para que se adapten exactamente a los
que hemos supuesto en R,. ‘

Otros engranajes muy frecuentes son los de dientes cuyos
perfiles son arcos de.evolventes de circulo o de cicloides (fig. 89).
(En la coleccién de Schilling, hay imodelos de todos ellos.)

VY. Teoria geométrica de los elementos imaginarios

La teorfa de las imaginarias procede, como es sabido, del
Andlisis, dentro del cual ha adquirido gran desarrollo, princi-
palmente, en la teoria de funciones de variable compleja. En
la Geometria analitica, se comienzé por admitir walores comiple-
jos x=2x,+1x,, v=y,+1v, para las variables x e y, obteniendo
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asi puntos complejos, aunque sin darles por el momento ninguna
interpretacién geométrica propiamente dicha.

La utilidad de esta generalizacién, consiste en evitar los
casos singulares que se producen limitdndose a la considera-
cién dé variables reales, y la consiguiente posibilidad de enun-
ciar teoremas generales sin excepcién alguna. Se obtienen,
pues, las mismas ventajas que con la introduccién en Geome-
t¥a de los puntos y rectas del infinito. En uno y otro caso se
hace lo que se llama «adjuncidn de punios impropiosn a los
puntos propios, de nocién intuitiva general.

Vamos a efectuar simultineamente ambas adjunciones. Para
ello tomemos coordenadas homogéneas, para las cuales se ad-
mitan también valores complejos, y pongamos

x:y:l=Eiqicx

si nos limitamos al plano, v excluyendo el sistema de valores
0, 0, 0. Consideremos, a modo de ejemiplo, la ecuacidn cuadrd-
tica homogénea ‘

AE2 4+ 2 B+ Cq®+2DEc+ 2 Eqr+ F*=0. (1

Liamaremos curva de segundo orden, al conjunto de los pun-
tos (propios o del infinito) que represenian todos los sistemas

de valores &, r

E, w, 1, reales o complejos, que satisfacen a la ecua-

cion. También se acostumbra llamar cdnicas a estas curvas,
denominacién que facilmente confunde a los no habituados a
operar con elementos imaginarios, pues puede llegar a ocu-
rrir que una curva definida del modo indicado, carezca en ab-
soluto de puntos reales.

Combinemos ahora la (1) con una ecuacidn lineal

1
!

af+ B +ve=0 @)

que puede considerarse, anilogamente, como definicién de una
curva de prinier orden, o sea, de una recla.
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Ambas ecuaciones (1) y (2) tienen dos ternas de soluciones
comunes, lo cual quiere decir que una linea de primer orden y
una de segundo, se «cortann en dos puntos que pueden ser rea-
les o imaginarios, propios o del infinito, distintos o confundi-
dos en uno. Es claro que existen casos de degeneracién, que dan
origen a excepciones de este teorema. Asi, si el primer miem-
bro de (1) se descompone en dos factores lineales y uno de ellos
es idéntico al primer miembro de (2), es decir, si la linea de se-
gundo orden es un «par de rectas» y la (2) es una de ellas, todo

“punto de (2) es comin a la linea de segundo orden y a la recta
considerada.

Este caso singular se presenta cuando la ecuacién cuadrati-
ca que procede de la eliminacién de una variable entre las dos
dadas, tiene sus coeficientes nulos.

Si los primerosvmiembro‘s de ambas ecuaciones o de una sola
de ellas son idénticamente nulos, se obtienen otros casos de de-
generacion, pero de todos estos, como de otros, igualmente tri-
viales, prescindiremos en lo sucesivo, ocupandonos sélo del caso
general. Entonces podemos; por ejemplo, decir cuando considere-
mos dos curvas de segundo orden, que siemipre tienen cuatro
punios comunes,

Tomando coordenadas homogéneas ‘¢n el espacio

x:y:13:1=8:1q0:4:1

prescindiendo también del sistema 0:0:0:0 y admitiendo que

pueden tomar valores complejos, se definen las superficies de

primero o de segundo orden como conjunto de los puntos deter-

minados por las soluciones de una ecuacién homogénea lineal -
o cuadratica, respectivamente. También se puede demostrar

facilmente que aparte excepciones triviales, un plano corta a una
superficie de segundo orden segiun una cdnica, y que dos su-

perficies de segundo orden tienen comin una curva alabeada de

cuarto orden, que a su veg liene cuatro puntos comunes con todo

plana.

Poncelet aplicé ya en 1822 estas ideas en su «Traité des
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proprietés proyeclives des figuresn a la circunferencia y a la es-
fera, pero sin usar coordenadas homogéneas, sino sirviéndose de
un fuerte sentido de la continuidad geométrica. Para dar a co-
nocer los resultados que obtuvo, partiremios de la ecuacidn de
la circunferencia :

(v—a)? 4 (y—b)?=1?
que en coordenadas homogéneas es
E—atP+Mm—-br2—r2=0.

La interseccién con la recta del infinito, t=0, estd dada por
las ecuaciones :

SV
]
+
=3
[S)
I
&
<
Il
<O

que son independientes de las constantes a, by 7, que caracteri-
zan cada circunferencia en particular. Todas las circunferencias
del plano cortan, pues, a la recta del infinito en los miismos
puntos :

Eig=4i, 1=0

que se llaman puntos circulares (imaginarios) del plano.

Anélogamente se puede deducir que todas las esferas del
espacio cortan al plano del infinito en una misma curva ima-
ginaria '

24P +=0, =0
que se denomina curva esférica (imaginaria).
Reciprocaniente : toda curva de segundo orden que pase por

los puntos circulares de un plano, es una circunferencia, y toda
superficie dz segundo orden que corte al plano del infinito en
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la curva esférica, e¢s una esfera, de modo que se tienen asi pro-
piedades caracteristicas del circulo y de la esfera.

Deliberadamente,” no hemos dicho puntos circulares o curva
esférica del infinito, porque su distancia al origen de coorde-
nadas, no es como pudiera creerse infinita (*), sino indetermi-
nada, puesto que tiene la forma :

Va4 y2 = =

VE‘“’ + 72 0
T 0

Lo mismo ocurre con la distancia a cualquier punto que no
sea el origen. Este resultado sorprendente, procede de que he-
mos impuesto a los puntos circulares dos condiciones en apa-
riencia contradictorias, a saber: la de distar r de un punto pro-
pio (por estar en la circunferencia de radio 7) v la de estar infi-
nitamente alejados de él; paradoja que las férmulas analiticas
no pueden expresar mas que por medio de la indeterminacién.

La consideracién de los puntos circulares y de la curva es-
férica impropia, permiten incluir la teoria de la circunferencia
v de la esfera en la general de las curvas y superficies de
segundo orden, mientras que en el estudio m4s elemental es
preciso considerar una porcién de casos particulares. Asi en
la Geometria analitica elemental se habla siempre sélo de dos
puntos de interseccién de dos circunferencias, porque la -elimi-
nacién de una variable entre sus ecuaciones conduce a una
ecuacién que sdlo es de segundo grado. Ahora bien, como, segtin
lo dicho, las dos circunferencias también tienen comunes los pun-
tos circulares del plano, no considerados en Geometria elemen-
tal, resulta que ambas circunferencias tienen cuatro puntos de

(*) La sutileza de lenguaje del autor de no llamar del infinito’ a elemen-
tos del plano del infinito, obedece a que, como es costumbre frecuente en
autores alemanes, habla ordinariamente de elementos «alejados infinita-
mente» y en tal sentido lIa observacién es, como era natural, muy justa vy
oportuna. No parece ya necesaria en castellano, porque siempre se habla
de elementos del infinito 'y, afortunadamente, sélo muy raras veces de
elementos «a distancia infinitan. (N. del T.)

'
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interseccién, como dice el teorema general antes enunciado so-
bre las curvas de segundo orden. Analogamente, dos esferas
se cortan en una circunferencia, que en unién con la curva es-
férica impropia que todas tienen comtin, constituye una curva
de cuarto orden.

En relacién con esto, digamos algo acerca de la llamada
transformacion imaginaria, que no es otra cosa que una coli-
neacion con coeficientes complejos, que hace corresponderse pun-
tos imaginarios con puntos reales. Asi, en el estudio de los pun-
tos circulares, se utiliza con ventaja la transformacion

L r_ L
£=g rn=15 T=v

que convierte la ecuacién £*++4*=0, en la £%—"=0, con lo
cual, los puntos circulares £: = +1, =0, se transfo*rmaﬁ en los
imipropios, pero reales, &' : v'=+1, =0, que son los puntos del
infinito de las bisectrices del 4ngulo formado por los ejes
de coordenadas. Todas las circunferencias se transforman en
cénicas que pasan por estos dos puntos impropios; es de-
cir, en todas las hipérbolas equildteras, cuyas asintotas son
paralelas a dichas bisectrices. Todos los teoremas sobre cir-
cunferencias se convierten en otros relativos a hipérbolas, lo
cual resulta conveniente a veces, sobre todo cuando se trata de
aplicar las misimas ideas al espacio.

Podra caber la duda de si la teoria de los elementos imagi-
narios es susceptible de desarrollarse de un ‘modo puramente geo-
métrico. Efectivamente, esto ha tardado bastante tiempo en con-
seguirse, pues ni Poncelet ni Steiner llegaron a tener una idea
clara de la significacién geométrica de las expresiones imagi-
narias, siendo Staudt el primero que resolvié completamiente el
problema en sus obras Geometrie der Lage (*) y Beitrigen zur
Geometrie der Lage (**) y de sus ideas vamos a decir algo,
advirtiendo que estos libros de Staudt son de lectura muy difi-
cil, porque sus teorias estdn expuestas sin utilizar formulas y

(*) Nurenberg, 1846.
(¥*) Nurenberg, 1856-1860.
'
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sin hacer el menor llamamiento a la intuicién, sino en forma
puramente deductiva. M4s cémodamente comprensiva es siem-
pre la exposicién genética, que sigue el camino que probable-
mente llevé al autor al extremo de su concepcidn.

Las dos obras de Von Staudt corresponden a dos diferentes
grados de desarrollo de su teoria. En la de 1846 se estudian las
formas de segundo grado con coeficientes reales, y decinios for-
mas para abstraer la idea del ntimero de dimensiones (recta,
plano o espacio). Sea en primer lugar una curva de segundo
orden ; es decir, una ecuacidén cuadratlca, homogénea, de tres
variables y con coeficientes reales :

Desde el punto. de vista analitico es completamente indife-
rente que esta ecuacién tenga ¢ no soluciones reales, es decir,
que la linea de segundo orden tenga una rama real o sélo pun-
tos imaginarios. La cuestién es ver de qué manera intuitiva
puede concebir el gedmetra puro la curva en este segundo caso,
de qué medios geométricos puede servirse para definirla. Lo
mismo ocurre en el espacio de una dimensién, cuando se corta
la curva por una recta cualquiera, por ejemplo, el eje x(3=0).
La interseccidn est4 dada por la ecuacién con coeficientes reales :

AL+ 2 DEqg 4+ Fr2=0
.
y se trata de encontrar una interpretacién geométrica vélida
para el caso de ralces complejas.

La idea de Staudt consiste en sustituir la curva de segundo
orden por el sistema polar que le corresponde, del cual hemos
hablado anteriormente (pag. 147), es decir, una transformacmn
correlativa reciproca, definida por la ecuacién :

AEE'+ B (&0 +&) + Cnn' + D (57" +E'0) + E (7' +'0) + F1r'=0

Por ser reales los coeficientes, ésta es una relacidn real, en
la que a cada puntio real corresponde una recta también real,
sea 0 no real la curva misma. Pero esta polaridad determina
completamente la curva comio conjuntio de todos los puntos que
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estdn sobre su polar, puntos que pueden existir efectivamente
0 no, es decir, pueden ser reales o imaginarios, pero en todo,
caso, el sistema polar constituye siempre una representacion real
de la curva de segundo orden definida por la ecuacion, que pue-
de utilizarse en lugar de la curva.’

Cortando por el eje x, para lo cual basta hacer n=+'=0, se
obtiene una transformacién definida por: -

AEE'+ D (B +E7) + Fei'=0
que hace corresponder entre si cada dos puntos del eje. Los pun-

tos de interseccién del eje x con la curva son los homélogos de
. 4 -
si mismos en esta correspondencia, puntos que se llaman dobles

%

459

Ta50

Figura go

o de coincidencia y pueden ser reales o imaginarios y la corres-
pondencia que los define es siempre una representacién real de
los mismos. s

’ ' .

Los pares (-—%—, ——E——) reciprocamente homdlogos, o que, como
también se dice, se corresponden doblemente en esta polaridad,
se dice, utilizando la denominacién ya usada en le siglo xvii
por Desargues, que son pares de puntos de una «involicidny,
y se distinguen dos especies principales, segiin que los punios
dobles sean reales o imaginarios, v un caso limiite intermedio,
en el cual coinciden los dos puntos. Lo fundamental aqui es la
involucién ; que tenga o no puntus dobles es ya cosa secun-
daria. ‘ ‘

1
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Con estas consideraciones que evidentemente pueden gene-—
ralizarse para el espacio, no se ha interpretado el imaginaris—
“mo, pero queda establecido, en lo que concierne a las formas
de segundo orden, un ‘criterio independiente de la distincidn en-
tre real o imaginario. Toda forma de segundo orden estd repre-
sentada -por un sistema polar real, con el que puede operarse
geométricamente lo mismo que se opera analiticamente con las.
ecuaciones reales de la forma.

Un ejeniplo aclarard mis esto. Imaginemos dada una curva
de segundo orden, es decir, un sistema polar y agreguémosle-
una recta, Para la intuicién inmediata serfa preciso considerar
muchos casos distintos posibles, seglin que la curva tenga o no
puntos reales, y si los tiene, segtin que la recta la corte o no..

Figura 91

Pero en todos los casos, el sistema polar plano determina sobre-
la recta (fig. 91), un sistema polar lineal, es decir, una involu--
cién : a cada punto P de g corresponde en el primero una polar
p’, la cual corta a g en un punto P, y los dos puntos (P, Py
describen la involucién de que hablamos; después se podra in--
vestigar si tiene puntos dobles reales o no. Hemos llegado ast
por via geoniétrica al mismo resultado que antes utilizando ecua--
ciones.

Apliquemios estas consideraciones al caso de los puntos circu-.
lares y de la curva esférica. Habfamos dicho que dos circunfe--
rencias cualesquiera cortan a la recta-del infinito de su plano en
los mismos puntos (puntos circulares) ; -pues esto equivale geo-
métricamente a decir que los sistemas ‘polares de anibas, deter-
minan una misma imvolucion en la recta del infinito. En efecto,
la polar p', de un punto P del infinito respecto a una de las cir--
cunferencias, es la recta que une los puntos de contacto de las.
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dos tangentes de direccién P, o sea, el didmetro perpendicular
a dicha direccién (fig. 92). Lo mismo ocurre en la otra circun-
ferencia, de modo que ambas polares p', y p’,, son paralelas,
es decir, cortan a la recta del infinito en un mismo punto P'.
Resulta, pues, que los sistemas polares de todas las circunfe-
rencias determinan en la recta del infinito del plano la miisma
polaridad, que recibe el nombre de «involucion absoluta» y cada
par de puntos homdlogos en ella, se proyecta desde un* punto
propio cualquiera segun dos rectas perpendiculares entre si.

~—

Figura g2

Para traducir analiticamente estas propiedades, partiremos
de la ecuacién de la circunferencia :

(E—ax)? + (r—br)*— 122 =0)

o sea,
B2 4?2 abc—2 b+ (a® + b2—1r%) 12 =0

El sistema polar correspondiente estd representado por
EE ' —a (B +E1)—b (nt' +n't) + (@2 + b2—r?) ¢’ =0

y haciendo en esta ecuacién t1=<'=0, se obtiene la corresponden-
cia buscada sobre la recta del infinito :

EE +qy'=0, =0, <=0;

Estas ecuaciones resultan, como se ve, independientes de las
constantes a, b, 7, que caracterizaban la circunferencia primiti-
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va. Ademéas la primera indica que las dos rectas que unen cual-
quier punto con los (& 1, kO) v (&, %, 0) son perpendiculares
entre sf, resultado que coincide con el que geométricamente
hemos obtenido. ‘

Procediendo del mismo modo en el espacio, resulta que los
sistemas polares correspondientes a dos esferas, definen en el
plano del infinito un sistema polar absoluto, representado por
las ecuaciones :

BE' 4’ +0¢'=0, =0, <=0

pendiculares entre si, de modo que a cada punto P del infinito,
le corresponde la recta del infinito de los planos perpendicutares
a la direccién P.

En este primer estudio hecho por Staudt, mas bien se sos-
laya que se acomete directamente la interpretacién geométrica
de los elementos imaginarios, siendo preciso acudir al segundo
de los libros citados anteriormiente, Beitrigen zur Geomietrie
der Lage, de 1856-1860, para encontrar una representacién geo-
métrica efectiva de los puntos, rectas y planos imaginarios. El
proceso para llegar a ella, estd expuesto en la obra de Staudt
de un modo demasiado abstracto y dificilmente comprensible,
razén por la cual adoptaremos el procedimiento analitico usado
por Stolz (*). Stolz, que en aquella época estaba conmigo en
Gotinga, habfa leido las obras de Staudt, cosa que nunca ha-
bia logrado yo por completo. De él aprendi yo entontes, en con-
versaciones, lo mucho interesante también en otros aspectos que
hay en aquellas obras, y sobre lo cual he trabajado después en
~muchas ocasiones. En lo que sigue, quisiera hacer resaltar solo
las lineas fundamentales del proceso del razonamiento, sin de-
tenerme en examinar todas las particularidades posibles, y aun
asi, limitdndome a la consideracién de las figuras planas.

Sea, en primer término, un punto imaginario P, definido
por las tres coordenadas complejas :

que nos dicen que las direcciones E:n:¢ y & :q':¢ sen per-

E=E, +1k,, =11 + 1% =1, I, D

(*} Die geometrische Bedeutung der komplexen Elemente in der ana-;
lytischen Geometrie. Mathematische Annalen, tomo 4, pagina 416 1871.
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Se trata de construir una figura real que represente dicho
punto, con la condicién de que sea invariante en todas las trans-
formaciones proyectivas reales. Esto se consigue de la manera
siguiente : ’

1.° Considerando los puntos reales P, y P, que tienen res-
pectivamente como coordenadas las partes reales y los coeficien-
tes de 4, de las coordenadas de P

PIE(EI) N1s )5 Pzz(azy ury) 72) (1a)

Estos dos puntos tienen que ser distintos, es decir, no puede
ocurrir que &, : : 11'.=£2 1,1, porque entonces £:y:rt repre-
sentarfa un punto real. P, y P, deternminan, pues, una recta cuya
ecuacién es: ' :

E ono
& om w|=0 2),

£ M T

y sobre dicha recta estdn, tanto un punto imaginario P, dado,
como su punto imaginario conjugado P, que tiene por.coorde-
nadas,

*

E=8—ik,, n=n—in, t=t—it, @

las cuales satisfacen lo mismo que las (1) a la ecuacién (2).

2.° El par de puntos P,, P,, asi construido no puede ser-
vir como representante real del imaginario P, porque éste esta
caracterizado solamente por las razones E: x: 1, miéntras que
aquellos dependen de cada uno de los valores particulares que
puedan tomar &, % y . Se obtiene, en efecto, el mismo punto P,
tomando en lugar de las coordenadas &, 4, <, sus productos por
la constante compleja : .

e=p1tip,
- que pueden escribirse asi :
PE=0p1E —pa B+ (o b1+ p1Ey)

PN =0 M — Palle + 2 (Pa My + 1 M) {3)
PT =0T — P2TaF C(paT + P T
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de donde, separando las partes reales de las imaginarias, resul-
tan en vez de los puntos P, y P,, otros puntos reales P’ y P’,,
cuyas coordenadas son :

it = (01— 02 Bt (P M — P2 M) 10y Ty — P2 Tp)

, . 3
B i M Ty =1{p38 + P1E):(Pa My F P17 : (P2 + 1 To) 8a)

Considerando ahora el conjunto de todos los pares de pun-
tos correspondientes a todos los valores de o, p;, en el que sélo
intervienen las razones E:y: 1, es decir, el punto «geométri-
con P, este conjunto serd una representaciéon de P que podra
ser utilizada siempre. Ademds, su relaciéon con P ‘es, en efecto,
proyectiva, pues de cualquier manera que se transformen lineal-
.mente &, u, v, la misma sustitucién experimentaran, evidente-
mente, tanto &, 7'y, v, como E,. vy, .

¥rd
4

'?zl ] 7’1' ;z

Figura 93

3. Para estudiar la naturaleza geométrica de este conjunto
de pares de puntos, observemos en primer lugar, que cualquie-
ra que sea p, los puntos P’ v P, estin en la recta P, P,, por-
que sus coordenadas satisfacen a la ecuacién (2). Dando ahora
a o, v p, todos los valores reales, ¢ toma todos los valores com-
plejos posible, P’, recorre toda la recta y a cada una de sus
posiciones. corresponde otra de P',; por ejemplo, para p =1,
0,=0 resulta el par P, P,. De este modo, queda establecida
entre ambos puntos una correspondencia biunfvoca, que se pone
més claramente de manifiesto haciendo :

P2y
P

con lo cual se obtiene:

Para P'gl ' E'IZ“Q,?:T'] = El + X Eg:‘fh —'— A Ny 1 Ty —I— A Ty
o P 1 1 1 5 @3b
> Py 221712:13:&"7\‘2257]1“3‘“7)2:71—_.)\"‘-'2 )
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4.° Estableciendo en la recta P, P, un sistema de abscisas,
las de cada uno de los puntos P’,, P’,, son funciones enteras, li-

neales de los pardmetros Ay=1 y \,=— —)lz- respectivamente.

La ecuacién X', .\ ,=—1 entre ambos pardmetros, es una re-
lacién bilineal y simétrica entre P, y P', la cual indica que
cada dos de estos puntos son homdlogos en una involucidn (pa-
gina 159 y pagina 147).

5.° Los punios dobles de esta involucién, es decir, homdlo-

. . o 1 .
gos de si ‘mismos, se obtienen haciendo 7\'.=——):- , 0 sea, A= +1.

Ambos son, como se ve, imaginarios, siendo uno de ellos el P

.de que hemos partido, y el otro su conjugado P.

De este modo, el primer concepto de Staudt queda perfec-
cionado con la adopcién, ademds del primitivo punto P, de su
conjugado, que completa con él la figura unidimensional de
segundo grado representada por una ecuacion cuadrdtica de coe-
ficientes reales, y hemos construido como su representacion real

Ao X8 200 dree A,

R G

B A B )

Figura 94

la involucidn correspondiente. Obsérvese que una involucién
.cualquiera, de esta especie, estd determinada cuando se dan dos
pares de puntos homélogos, tales como P,, P, y P',, P, ; para
que la involucién tenga imaginarios sus puntos dobles, es pre-
ciso que ambos estén separados, es decir, que uno de los puntos
P, P', esté entre P, y P, y el otro fuera del segmento P, P,.

6.° Para resolver completamente el problema que nos he-
mos propuesto, falta todavia encontrar una representacién geo-
métrica de cada uno de los dos -puntos imaginarios conjuga-
«dos, independientemente del otro. Esto ha sido conseguido por
Staudt, en 1856, por una ccnsideracién sutilisima. Si se dan
a \ valores reales y crecientes de 0 a 00y de —o0 a 0, el punto
P, de coordenadas &;+%E,:w;+An,:1,+A1, Tecorre la recta
g en un sentido determinado (fig. 94). Se ve f4cilmente, que
€l mismo sentido se obtiene partiendo de otro punto cualquiera,
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v

cuyas coordenadas sean las de P multiplicadas por una cons-
tante arbitraria o, es decir, considerando el punto ELAAE,,
y que, ademds, en toda transformacién proyectiva de P, el senti-
do del punto representativo en la misma transformacion depende
del antes determinado. Tenemos, pues, un convenio que satis-
face las condiciones propuestas, asociando de uwna ves para siem-
pre este sentido del miovimiento al punto primitivo P, de coor-
denadas E.+1i&,, ...

Como el punto imaginario conjugado P tiene las coordena-
das &;+1i(—&,), ..., seglin lo dicho, se le hace corresponder
en la recta g, el sentido del 'movimiento del punto &, +X(—&,)
para valores crecientes de %, que es precisamente el contrario al
anterior ; y, por consiguiente, se ha logrado la diferenciacién
buscada : dicho brevemente : queda establecida la distincidn en-
tre +iy —i, mediante la de los sentidos correspondientes en la
recta a los valores reales de ). )

Como resumen de las consideraciones precedentes se puede
enunciar. la siguiente regla: Para obtener la representacion geo-
métrica, real, univoca e invariante en toda proyectividad del
punto imaginario & +i&, i, +in,: v, +it,, Se construyenm los
puntos P (E,:m,t 1) v Py(Eyt nyt1,), v, sobre la recta que de-
terminan, la involucidn, en la cual son homdlogos los puntos

P'l(El-I—)\Ez P o N 71"')\12)

, 1 1 1
Pz(‘El —_)L—Ez:”h— T"_lziﬁ - TT:»)

y se le agrega el sentido del movimiento de P', para val_o*resvpo-
sitivos y crecientes de . .

7.2 Soélo queda ya por ver que: reciprocamente, toda figura
real comstituida por una recta, dos pares separados de puntos
sobre ella, P,, P, y P',, P', (0 lo que es lo mismo, una involu-
ciow de puntos sin puntos dobles), asi como un sentido, repre-
senta un punto imaginario y sdlo uno.
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Para demostrar esto, basta multiplicar las coordenadas de P,
por un factor constante real que haga que las de

Po(E +nEyim A, i1, AT,

, 1 1 1
P?(E1”T22:7}1 — T’qutl — -—):-‘:2)

sean proporcionales, o lo que es lo mismo, que los puntos dobles
de la involucién dada tengan por coordenadas £+1&,, etc.

En cuanto al signo de 1, 'que -aun no estd determinado, se
escoge de modo que el punto & +A&,: 0, +X 0,1, +A1, Se mue-
va al crecer ) positivamente, en el mismo sentido que primiti-
vamente. hablamos~asignado a la involucién. Facilmente se

~
~

~ -
~ .
=
- \\
-
- ~
-
~
~
~
~7

Figura g5

7

ve también que a las mismas razones de coordenadas, es decir,
al mismo punto P, se llega partiendo de otro par de puntos de
la involucién.

La representacion de una recta imaginaria se consigue de
un modo andlogo, por medio de un punio real vértice de un
has de rectas, dos pares separados de éstas, esto es, una invo-
lucion sin rectas dobles, vy, finalmente, un senlido determina-
do en que se recorre el haz (fig. 95).

‘La principal utilidad de estas interpretaciones consiste en .
poder representar por medio de figuras geométricas reales, to-
das las relaciones de posicidn posibles entre elementos com-
plejos, o reales y complejos. Como ejemplo concreto, exami-
naremos lo que significa que un punto P (real o imaginario)
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esté sobre una recta g (real o imaginaria). Hay que distinguir
cuatro casos : ~

1. Punto y recta reales ;

2. Punto real v recta imaginaria ;

3.° Punto imaginario y recta real;

4° Punto y recta imaginarios.

El primer caso no requiere aclaracién especial alguna. En
el segundo, el punto real debe estar también en la recta ima-
ginaria conjugada de la que se da; luego no puede ser otro que
el wértice del haz de rectas representativo de ambas. Lo mismo
ocurre en el caso tercero, en el que la recta tiene que coincidir
con la base de la involucion que representa el punto imagi-
nario.

El-dltimo caso (fig. 98) es el més interesante. El punto
conjugado del que se da, debe estar en lasrecta conjugada de

Figura ¢6

la primitiva, de modo que los pares de puntos homdlogos de
la involucién que representa al punto, tienen que estar sobre
los pares de rectas homologas en la involucién que representa,
a la recta, es decir, las dos involuciones, una de puntos y oira
de rectas, deben ser perspetivas y, ademds, como se ve inme-
diatamente, los sentidos deben también ser perspectivos.

" A#adiendo al conjunto de todos los puntos y rectas reales
del plano el formado por los elementos definidos por todas las
involuciones de rectas y puntos sin elemenios dobles, con sus
sentidos puede desarrollarse toda la Geometria analitica del
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plano con coordenadas complejas. Para verlo bastard indicar,
a grandes trazos, cémo podrd construirse esta imagen real de
la. Geometria compleja; lo haremos siguiendo el mismo orden
acostumbrado en la Geometria elemental.

1.° Se comijenza por establecer los axiomas de existencia de
los nuevos elementos, con cuya admisién se amplia el campo
de la Geometria ordinaria.

- 2.°  Se sigue con los axtomas de enlace, que generalizan para
los nuevos elementos las propiedades de que dos puntos deter-
minan una recta y dos rectas determinan un punto. También
aqui pueden distinguirse cuatro casos, siendo muy interesante
ver las construcciones reales con involuciones de puntos y rectas
a que dan lugar. ’

3.° En cuanto a los axiomas de ordenacidn, se presentan
diferencias esenciales respecto de las que se establecen entre ele-
mentos reales exclusivamente, puesto que el conjunto de puntos

D1 %

/3[

()

Figura g7

reales y complejos de una recta, constituye un continuo de dos
dimensiones. De todos es sabido, que en la teoria de funciones
el conjunto de valores de una variable compleja se representa por
el de puntos de un plano,

4.° Se establecen los axiomas de continuidad, que permiten
representar los puntos' complejos existentes en el entorno de
uno real P. Para ello se traza por este punto (o por otro pro-
ximo) una recta real ; sobre la cual se toman dos pares de pun-
tos. P,P, y P',P',, separados uno por el otro (fig. 97) v de
modo- que dos no homdlogos P, y P’, estén muy proximos entre
si y al P. Haciendo ahora aproximarse P, y- P’ hasta que
coincidan, la involucién degenera y el par de puntos imagina-
rios por ella representados coincide con P, y P’), es decir, se
convierte en un punto real del entorno de P. ‘

E! desarrollo de esta Geometria es mucho mdas enfadoso y
prolijo que el de la ordinaria de elementos reales, pero tam-
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bién mucho mas fructifero. Especialmente las formas algebrai-
cas, consideradas como conjunto de todos sus elementos reales
y complejos, se pueden estudiar intuitivamente por medio de su
representacién geométrica, obteniéndose resultados como el teo-
rema fundamental de Algebra, o el teorema de Bézout, que dice
que dos curvas de érdenes m y n, respectivamente, tienen en
general mm puntos comunes.

La aplicacién de la representacién geométrica de los ele-
mentos imaginarios que acabamos de estudiar, lleva en si, a
pesar de sus ventajas tedricas, grandes complicaciones. Es pre-
ferible, por lo tanto, conformarse con la posibilidad, en princi-
pio; de dicha representacién, 'y atenerse al punto de vista mds
sencillo, de considerar como punto imaginario al conjunto de
dos coordenadas complejas. Esta interpretacién es mucho més
ventajosa.

El primero que utilizé este concepto.de los elementos ima-
ginarios fué Poncelet, al cual siguieron después otros gedme-
tras franceses, sobre todo, Chasles y Darboux; en Alemania,
Sophus Lie es el que ha trabajado més en este sentido, obte—
niendo magnificos resultados.



